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सर्याधिकार शुरक्षित 
() 7एफाशक फी एव अनुमति कै बिना इस प्रकाशन के किसी भाग को छापना तथा इसेक्ट्रीनिफी, गशीनी, फोटो प्रतिलिपि, 
रिर्कार्डिंग अथवा किसी अन्य विधि से पुत्त प्रयोग पदृधति द्वारा उच्तका ज्प्रहण अथया प्रशारण वर्जित है। 


(] इस्त पुस्तक की म्िक्री इस गत के साध की गई है कि प्रफाशरू की पूप॑ अनुगतति के बिना यह पुरत्तक, अपने मूल 


आपषरण अथवा जिल्द के अलाग्र! किसी अन्य प्रकार से व्यापार द्वारा उधारी पर, पुनर्विक्रय, या किराए पर मे दी जाएगी, 
न बेची जाएगी। 


(] हश प्रकाशन का सही यूल्य इस पृष्ठ प्र मुद्रित है। रगड़ की मुहर अथवा चिप्रकाई गई पर्ची (स्टिकर] या किसी 
अन्य विधि हारा अंकित कोई भी संशोधित मूल्य गल़त है तथा मान्य नहीं होग।। 





कक ई.आर.टी. को प्रकाशन प्रभाग के कार्यालय 
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श्री अरदिंद मार्ग हेली एक्सटेंशन, बनाशंकरी ॥॥ इस्टेज डाकघर मवजीवन 32, बी.टी. रौड, शुखचर 
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हारा प्रकाशित तथा नीरू आर्ट प्रिंटर्स, [00।, डी. एल. एफ, इण्डरिट्रियल एरिया, मोती नगर, नई दिल्‍ली 0 0]5 द्वारा मुद्रित । 


भर्विकप॑रन 


शिक्षा का मुख्य उद्देश्य मनुष्य को बेहतर इंसान बनाना है। शिक्षा मनुष्य का शारीरिक, 
मानसिक, भावनात्मक व नेतिक दिशा में विकास करके उसे एक सम्पूर्णता प्रदान करती 
है। हमारी शिक्षा-व्यवत्था में ऐसा तभी संभव हो प्णगा जब बच्चों में पूर्व-प्राधभिक व 
प्राथमिक स्तर से ही ऐसे मूल्यों की पौध लगाई जाए कि वे बौद्धिक और काल्पनिक क्षमताओं 
का विकास करना सीखने लगें| 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ बच्चों में अध्ययन की क्षमता व रुचि 
दोनों का ही विकास करने के लिए सदा तत्पर रही है और समय-समय पर इस क्षेत्र 
में विभिन्‍न प्रयास व नए-नए प्रयोग करती रहती है। पाठ्यक्रम में निर्धारित पुस्तकों के 
प्रकाशन से भिन्‍न परिषद्‌ ने बच्चों में अध्ययन प्रवृत्ति के विकास के लिए समय-समय पर 
पूरक अध्ययन सामग्री तथा उसके अंतर्गत प्रयोगात्मक स्तर पर कई पुस्तक-मालाएँ व परियोजनाएँ 
शुरू की हैं। इन सभी प्रयासों का मूल उद्देश्य है बच्चों का पुस्तकों से परिषय करना 


पूरक अध्ययन सामग्री के प्रकाशन की इस विधार से जन्म दिया गया है कि बच्चों 
को पाठयपुस्तकों की एकरसता से इतर कुछ ऐसी अध्ययन सामग्री भी दी जानी चाहिए 
जी कंथ्य और कवर दोनों ही पक्षें में समृद्ध हे। साथ ही परोक्ष रूप से उन तक वांछित 
मानवीय मूल्य भी पहुँचाती हे। 


लगभग 35 वर्ष से पूरक अध्ययन की पुस्तकों के प्रकाशन का काम जारी रखते हुए 
परिषद्‌ में इस क्षेत्र में कुछ और अधिक करने की लल़क थी और इसी का परिणाम है. 
हमारी पढ़ें और सीखें थोजना। इसके अंतर्गत प्रकाशित पुस्तकों के माध्यम से यह कोशिश 
फी गई है कि बच्चे इस दुनिया में बसी हुई अनजान दुनिया से भी परिचित हों तथा 


!९ 
उन्हें भपने भीतर के संसार को जानने को भी भौका मित्तें। उनमें एस्तकों के प्रति अपनापन 
व तगाव उपे। 


इन पुरछतकों में कथा साहिय, भारतीय संस्कृति और इतिहाप्त, विभिन्‍न महनपु्षों की 
जीवनियों व आत्मकथाओं आदि से लेकर विज्ञान के क्षेत्र में हो रहे आधुनिकतम आविष्कारों 
व विकासकारी गतिविधियों तथा जनसंख्या शिक्षा तक का फैलाव समेत गया है। पलकों 
के माध्यम से अपने बाल व किशोर पाठकों की परिषद्‌ सामाजिक जागरूकता, धर्म-निरपेक्षता 
और वैज्ञानिक मानवतावाद सरीखे भूल्य भी दे रही है। 


पढ़ें और सीखें पुर्ताक-मात्ा के अंतर्गत पाद्यक्रम की पुस्तकों से कुछ हटकर पैयार 
की जाने वाली विज्ञान की पुस्तकों का उद्देश्य है पाठकों को वैज्ञानिक विषयों की सही जानकारी 
देना तथा उनमें वैज्ञानिक अभिरुचि का विकास करना। आशा है प्रो, राधाचरण गुप्त द्वारा 
लिखित प्रस्तुत पुस्तक मध्यकात्रीन भारतीय गणित की ऐतिहासिक व संस्कृतिक झलकियाँ 
हमारे पाठकों के ज्िए आन॑ंदप्रद व उपयोगी प्िद्ध होगी। 


पढ़ें और सीखें पुस्तक-माला के अंतर्गत प्रकाशित पुल्तकों को और भी उपयोगी बनाने 
की दिशा में दिए गए हर सुझाव का परिषद्‌ स्वागत करेंगी 


अशोक कुमार शर्मा 
ट क्‍ द निदेशक 
नई दिल्ली राष्ट्रीय शैक्षिक अनुप्ंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


आमुख 


पढ़ें और सीखें योजना के अंतर्गत अब तक काफी पुस्तकें प्रकाशित की ,जा चुकी हैं। 
इस योजना के अंतर्गत विज्ञान के विभिन्‍न भत्रों गैसे भोतिकी, रत्तायत, गणित, पर्यावरण, 
अंतरिक्ष एवं ब्रहमांड विज्ञान, नाभिक्षीय एवं सौर ऊर्जा, आयुर्विज्ञान, समुद्र विज्ञान, राकेटरी, 
कृम्यूटर, बायेटेक्नालॉगी, इंजीनियरिंग आदि में पुस्तकों का निर्माण हुआ है। विज्ञान के 
अन्य बहुत से नए क्षेत्रों में पुस्तकों का लिखना जारी है। विज्ञान के क्षेत्र में तैयार की 
जानें वाती इने पुस्तकों के लेखन में हमारे देश के जाने माने वैज्ञानिक सक्रिय योग दें 
हे हैं और वें अपनी वैज्ञानिक अनुभूतियों को सरल एवं सुरुचिपूर्ण भाषा में बच्चों के 
लिए प्रस्तुत कर रहे है। देश के इन लक्धप्रतिष्ठ वैज्ञानिकों को योजना में सम्मिलित करने 
का मुख्य उद्देश्य यह है कि इन पुस्तकों में लिखी गई विषयवस्तु प्रामाणिक होगी तथा हमोरें 
बच्चे यह महसूत करेंगे कि देश के जानें मने वैज्ञानिक उनके लिए उनके स्तर पर उत्तरकर 
विज्ञान के गृढ़तम रहस्यों को सुंदर एवं सरश भाषा में प्रस्तुत करने के लिए कृत संकल्प 
हैं। इससे बच्चों को, गो हमारे भावी वैज्ञानिक हैं, विज्ञान के क्षेत्र में बहुत अधिक प्रोत्साहन 
मिलेगा! विज्ञान की इन पुस्तकों के द्वारा हमें पूर्ण आशा है कि बच्चों को आधुनिकतग 
वैज्ञानिक विषयों की सही जानकारी मिलेगी, साथ ही उनके अंदर एक वैज्ञानिक मानसिकता 
भी पैदा होगी। 


प्रस्तुत पुस्तक मध्यकालीन भारतीय गणित की ऐतिहासिक व सांस्कृतिक झलकियाँ 
के लेखन के लिए प्रो. राधाचरण गुप्त ने हमारा निमंत्रण स्वीकार किया जिसके लिए हम 
उनके अत्यन्त आभारी हैं। इस योजना के अंतर्गत तैयार हो रही विज्ञान की पुस्तकों के 
- लेखन का मार्गदर्शन दिल्ली विश्वविद्यालय के भूतपूर्व कुलपति प्रो, रामचरण मेहरोत्रा कर 


ए] 


रहे हैं। विज्ञान की पुस्तकों के लेखन के संयोजन एवं अंतिम संपादन आदि का दायित्व 
विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के अध्यक्ष प्रो. राम दुलार शुक्ल वहन कर है। 


मैं प्रो. रामचरण भेहरोत्रा और अपने सहयोगी प्रो. शुक्ल को हार्दिक धन्यवाद एवं 
बधाई देता हूँ। 


इस पुस्तक को इतने अच्छे ढंग से प्रकाशित करने के लिए. मैं परिषद्‌ के प्रकाशन 
प्रभाग के कार्यकर्ताओं, विशेषकर विभागाध्यक्ष श्री आर. एस, सवसेना को हार्दिक धन्यवाद 
देता हूँ। 


इस भाला की पुस्तकों पर बच्चों, अध्यापकों एवं बच्चें के माता-पित्ता की प्रतिक्रिया 

का हम स्वागत कोंगे ताकि इन पुस्तकों की और भी अधिक उपयोगी बनाने में हमें सहयोग 
मित्र सके। 

अमर नाथ महेश्वरी 

संयुक्त निदेशक 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


दी शब्द 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ (एन.सी.ई,आर.टी) की पढ़ें और सीखें 
योजना के अंतर्गत यह एक छोटा-सा प्रयास है| जब परिषद्‌ के प्रगतिशील निदेशक डॉ. 
अशोक कुमार शर्मा ने मुझे इस दिशा में विज्ञान के विषयों का कार्यभार संभालने के लिए 
आमंत्रित किया ते अपने वैज्ञानिक मित्रों की अतिव्यस्तता के कारण यह उत्तरवायित्व स्वीकार 
करने में मुझे संकोच था। 

इस दिशा में मेरा प्रयास रहा है कि विज्ञान के विभिन्‍न विषयों के जाने-माने विद्वानों 
की इस सराहनीय कार्य के लिए निमंत्रित कर सके। ऐसा मेरा विश्वास है कि खोज और 
अनुसंधान की आनंदपूर्ण अनुभूतियों वाले वैज्ञानिक ही अपने आनंद की एक झलक बच्चों 
तक पहुँचा सकते हैं। मैं उनका हृदय से आभारी हूँ कि उन्होंने अंकूरित होने वाली पीढ़ी 
के लिए अपने बहुमूल्य समय में से कुछ क्षण निकालने का प्रयास किया। बालक राष्ट्र 
की सबसे बहुमूल्य और महत्वपूर्ण निधि है और मेरे लिए यह किंचित आश्चर्य और संतोष 
की बात है कि हमारे इतने लब्धप्रतिष्ठ और अत्यंत व्यस्त वैज्ञानिक बच्चों के लिए थोड़ा 
परिश्रम करने के लिए सहर्ष मान गए हैं। मैं सभी वैज्ञानिक मित्रों के लिए हृदय से आभारी 
हृ 

इन पुस्तकों की तैयारी में हमारा मुख्य ध्येय रहा है कि विषय ऐसी शैली में प्रस्तुत 
किया जाए कि बच्चे स्वयं इसकी ओर आकर्षित हों, साथ ही भाषा इतनी सरल हो कि 
बच्चों को इनके अध्ययन से विज्ञान के गृढ़तम रहस्यों को समझने में कोई कठिनाई न 
है॥ इन पुस्तकों के पढ़ने से उनमें अधिक पढ़ने की रुचि पैदा हो, उनके नेसर्गिक कौतृहल 
में वृद्धि हो जिससे ऐसे कोतृहल और उसके समाधान के लिए ख्वप्रयल उनके जीवन का 


गा] 
एक अंग बन जाए। 


यह योजना परिषद्‌ के वर्तमान निदेशक डॉ. अशेक कुमार शर्मा की प्रेरणा से चल 
रही है। में उल्हें इसके लिए बधाई और धन्यवाद देता है| 

प्रो. राधावरण गुप्त ने इस पुस्तक को लिखने के लिए मेरा अनुरोध स्वीकार किया 
जिसके लिए में हृदय से आभारी हैँ। परिषद्‌ के .विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के 
अध्यक्ष प्रो, राम दुलार शुक्त्ञ विज्ञान की पुस्तकों के लेखन से संबंधित योजना के संयोजक 
'एवं संपादक हैं और बहुत परिश्रम और वुशलता से अपना कार्य कर रहे हैं। प्रो, अमरनाथ 
महेश्वरी पढ़ें और सीखें योजना के संचालक है। में इन दोनों को हृदय से धन्यवाद देता 
है! 

आशा है कि ऐसी पुस्तकों से हमारी नई पीढ़ी की बात्यकाल ही में वैज्ञानिक मानसिकता 
का शुभारंभ हो सकेगा और विज्ञान के नवीनतम ज्ञान के साथ ही साथ उन्हें अपने देश 
की प्रगतियों एवं वैज्ञानिकों के कार्य की झंलेक मित्र सकेगी जिसे उनमें अपने राष्ट्र के 
प्रति गौरव की भावना का भी सृजन होगा। 


रामचरण मभेहरोत्रा 
अध्यक्ष 


पढ़ें और सीखें योजना 
(विज्ञान) 





प्रो० राधाचरण गुप्त का परि 

सन्‌ 935 में जन्मे श्री राधाचरण गुप्त भे लखनऊ विश्वविद्यालय से दो स्वर्ण पदक प्राप्त 
'किये जिनमें से एक एम.एससी. (957) में प्रथम स्थान पाने के कारण और दूसरा खेलकूद 
में दक्षता के कारण। सन्‌ 977 में रॉची विश्वविद्यालय से गणित्त के इतिहास में पीएच. 
डी. प्राप्त करने के बाद इसी क्षेत्र में विस्तृत शोध का कार्य करते रहे। 'सन्‌ 972 में 
डॉ, गुप्त गणित के इतिहास सम्बन्धी अन्तर्राष्ट्रीय आयोग में भारतीय प्रतिनिधि नियुक्त हुए। 


सन्‌ 979 से प्रो. गुप्त गणित भारती (!8900 0970-0907) नाम की पत्रिका का सफल 
सम्पादन कर रहे हैं। इन्होंने भारतीय गणित पर लगभग 400 लेख प्रकाशित करके उसका 
देश-विदेश में प्रचार और प्रसार किया। सन्‌ 995 में प्रो. गुप्त को अन्तर्राष्ट्रीय अकादमी 
ऑफ वैज्ञानिकी-इतिहास का सदस्य चुना गया और 996 में भारतीय विज्ञान परिषद्‌ ने 
उनको डिस्टिंग्विस्ड सर्विस अबार्ड से सम्मानित किया। 


3 की 82 «८-2 // 


गांधी जी का जन्तर 

तुम्हें एक जन्तर देता हूं । जब भी तुम्हें सनन्‍्देह 
हो या तुम्हारा अहम्‌ तुम पर हावी होने लगे, 
तो यह कसौटी आजमाओं : 

जो सबसे गरीब और कमजोर आदमी तुमने 
देखा हो, उसकी शकल याद करो और अपने 
दिल से पूछो कि जो कदम उठाने का तुम विचार 
कर रहे हो, वह उस श्रादमी के लिए कितना ४, 
उपयोगी होगा | क्‍या उससे उसे कुछ लाभ 
पहुंचेगा ? वया उससे वह अपने ही जीवन और 
भाग्य पर कुछ काब्‌ रख सकेगा ? यानि क्‍या 
उससे उन करोड़ों लोगों को स्वराज्य मिल 
सकेगा जिनके पेट भूखे हैं और आत्मा अतृप्त है ? 

तब तुम देखोगे कि तुम्हारा सन्देंह मिट रहा 
है और अहम समाप्त होता जा रहा है। 





विषय-सूची 


' प्राककथन 


आमुख 
दो शब्द 
लेखक परिचय 
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औसत निकालने का विश्वव्यापी चलन 

चक्रीय चतुर्भन के तृतीय कर्ण की खोज 
मध्ययुगीय दक्षिण भारत की गणितीय उपलब्धियाँ 
गणित सप्राट रामानुजन 


| अध्याय ।. 





गलती वंधाओ 


बात है इस शताबी के प्रारम्भ की और स्थान-सुद्ुर दक्षिण भारत के एक विद्यालय का 
प्रांगण। दृश्य है एक कक्षा को जिसमें गणित के अध्यापक कुछ किशेर विद्यार्थियों फो भाग 
की विधि समझा रहे है। अध्यापक ने बताया- 

“यदि चार आमें को चार बालकों में बाद जाए तो प्रत्येक को एक आम मिलेगा” 

“यदि दस आमें को दस व्यक्तियों में विभाजित किया जाए तो प्रत्लेक को एक आम 
मितेगा| " 

इसलिए”, वह आगे समझाते हुए बोले, “यदि किसी संख्या का उसी संख्या से भाग 
किया जाए ते भागफल हमेशा एक होता है।” 

कक्षा में एक मेधावी छात्र भी था जो इस कथन का दोष समझता था। वह तुरंत 

खड़ा हो गया और पूछने लगा- 

“महोदय, यदि शून्य आमें को शून्य व्यक्तियों में विभाजित किया जाएं ते क्या प्रत्येक 
को एक आम मिलेगा।” 

इस असाधारण प्रश्न की सुनते ही अध्यापक मन में कुछ विचलित से हुए और उनको 
ः त्ञगा कि निष्क॑टक पढ़ाने में कुछ रोड अटक गया। इसलिए विद्यार्थी की भर्सना करते 
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हुए डॉटकर बोले- क्‍ 

भैनिरबुद्धि प्रश्न मत करो। शून्य का कोई मान (४७४७७) नहीं होता, अतः शून्य फलों 
के विभाजन की बात सम्भव नहीं है।” 

लेकिन विद्यार्थी चुप नहीं रहा, बल्कि आत्मविश्वास भरे शब्दों में गम्भीरतापूर्वक बोला- 

“महोदय, शून्य का मान होता है क्योंकि, यदि 2 के दाईं ओर हम एक शून्य रख 
दें तो 20 हो जाता है, और जब हम दो शून्य रखते हैं तो 200 हो जाता है, इत्यादि।” 

“अतः आप” उसने जोर देकर कहा “यह नहीं कह सकते कि शून्य का कोई मान 
नहीं होता।” 

अध्यापक के पाप्त कोई उत्तर न था। अतः संवाद वही रुक गया, और छात्र बैठ 
गया। 

यह घटना हुई थी कुंभकाणम के टाउन हाई स्कूल में, और वह मेधावी छात्र था 
श्रीनिवास रामानुजन । बाद में उसने अपने गणितीय चमत्कारों से दुनिया को आश्चर्यचकित 
किया और आधुनिक युग के भारत का सर्वश्रेष्ठ गणितज्न कहलाने का श्रेय पाया। 

वह अध्यापक कौन था, इसे जानने की कोई जरूरत नहीं है। लेकिन उनका कथन, 
कि- 

| 


>्-्ब्डों 
(2) 
सदैव सही नहीं है जबतक 'प परिमित लेकिन शून्य से भिन्‍न संख्या न हे । गणित 
में जे वास्तविक संख्याएँ हैं उनमें शून्य भी सम्मिलित है। सच पूछो तो शून्य एक महत्वपूर्ण 


संख्या है जिसके अनेक विचित्र गुण होते है। इनमें से एक विशेष गुण यह है कि 


/ का मान अनिर्धारित या अनिर्णीत (00200) है। उसका सीमान्त मान (काश? 
५६।४८) कुछ भी हो सकता है। 


ए * मान निर्धारित क्यों नहीं है, इसको समझने का एक सरल उपाय हम बताते 
हैं। इसके लिए हम पूर्णाँंकों का पूरा-पूरा चले जाने वाला भाग, अर्थात्‌ 
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दम (8) 
को बांटने के साधारण अर्थ में लेते हैं। उदाहरण के लिए एक टोकरी में रखे आमों को 
एक पंक्ति में खड़े तमाम छात्रों में बाँटना है। मान लो, टोकरी में 24 आम हैं, और 
प्रयंक की 2 आम के हिसाब से बाँटने का कार्य एक तरफ शुरू किया गया। 

जी हाँ, आप जरा ध्यान से देखिए कि क्या हो रहा है, और बांटने वाला अपना 
काम ठीक से कर रहा है या नहीं। बॉटन वाला टोकरी में से 2 आम निकालकर तुरंत 
पंवित में खड़े पहले छात्र के यैले में डाल देता है। इसी प्रकार प्रत्येक बार 2 आम निकालकर 
क्रमशः दूसरे, तीसरे, चौथे इत्यादि छात्रों के थैलों में डालता हुआ आगे बढ़ता जाता है। * 

यह सिलसिला पंक्ति के 2 वें छात्र तक जारी रहता है। इसके बाद बॉटने वाला 
पाता है कि टोकरी में अब कोई आम नहीं बचा! अर्थात्‌ टोकरी में आमों की संख्या शुन्य 
है। अतः बॉटन का काम बंद हे गया। 

नतीजा क्‍या निकला। यही कि जब 24 आमों की 2 आम प्रति छात्र के हिसाब से 
बटिं तो 2 छात्रों के! आम मिलेंगे। यदि आम की जगह संतरे और छात्रों के स्थान पर 
चपरासी होते ते। भी परिणाम वैसा ही होता। गणित्तीय भाषा में इसी बात॑ को हम कहेंगे 
कि यदि 24 में 2 का भाग दिया जाए ते नतीजा यानी भागफ़ल 42 आएगा। अर्थात्‌ ' 


का ब्ल्त2, 
थे 
इस गणितीय समीकरण के आधार पर हम कहते हैं कि >* का मान या मूल्य (५५५७) 
2 है। 


ऊपर के उवाहरण से स्पष्ट है कि हे का मान निकालने के लिए हम आमों के वितरण 


का सहारा ले सकते है। यानी हम 24 आम लें और उनको 2 आम प्रति लड़के के हिसाब 
से तब तक बूटिं जब तक शेष शून्य न हो जाए। 


जितने छात्रों को आम मिले, उनकी संख्या (यहाँ 72) ही >- का मान होगा। 
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कुछ मजेदार परिणाम निकालने के पहले इस विधि की समझ को पक्का करेंगे जिसके 
लिए एक उदाहरण और लेते हैं | वह है 8/3 का मान निकालना। 

ऊपर की विधि के अनुसार हम 8 आम लेते हैं और प्रति छात्र 3 के हिसाब 
से बॉटना शुरू करते है। हम पाएंगे कि छठे छात्र को आम देने के बाद शेष शून्य हो 
जाएगा। जिसके साथ भाग देने की क्रिया भी समाप्त हो जाएगी! चूंकि आम पाने वालों 
की संख्या 6 है, इसलिए, 8/3 का मान 6 हुआ। 


आशा है कि तुम इस विधि से सरल स्थिति में हर का मान निकालना सीख गए 


होंगे। हे 
कुछ अन्य बातें भी आसानी से समझ्ञ में आ जायेंगी। यदि 9 स्थिर हो, ते! जैसे-जैसे 


0 छोटा होगा, न्‍ का मान उढ़ेगा। जैसे- 


*४ 2; 


20; 


00; 


॥ 


5 200), 


“|85|885|8 5|8 


इत्यादि 


और यदि4 स्थिर हो तो हे का मान 9 के कम ज्यादा हैनि के साथ कम ज्यादा 
हा जाएगा! जैसे- 


2400 न्‍्छ्ि) ्‌ 
३0 
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पर 
डर 


॥ 
(५2 
स्‍तर 


] 
फ्े 


॥ 


0, इत्यादि 


४8 डे ४8 & 


ह के मान का इस तरह घटने-बढ़ने के स्वभाव को आम वितरण की विधि से 
आसानी से समझा 'जा सकता है। 

इस प्रकार यदि तुम पे के मान को अच्छी तरह समझ गए हो तो निम्नलिखित तीन 
'उदाहरणों में प्रत्यक का माने क्या होगा, सोचकर निकालो। 


उवाहरण उत्तर 
(8). 0/2 शून्य 
(0) ३3/0 अनन्त 
(०) 0/0 अनिर्णीत 


पहले उदाहरण (9) में आमों की संख्या शून्य यानी टोकरी खाली होने के कारण पहले 
छात्र को भी इच्छित 2 या कोई आम नहीं दिया जा सकता । वास्तव में टोकरी में आमों- 
की संख्या प्रारंभ में ही शून्य है। यानी शेष शुरू में ही शून्य होगा और उसी के साथ 
प्रारंभ में ही भाग की क्रिया समाप्त समझी जा सकती है | इसलिए आम पाने वाले छात्रों 
की संख्या शून्य है । अतः 

0/2-0 

दूसरा उदाहरण ($) मजेदार ' है! टोकरी में 3 आम हैं। लेकिन प्रति छात्र 0 आम ही 
देना है| केवल विखवि के लिए बॉटन वाला अपना हाथ प्रत्येक बार टोकरी में डालता 
है, खाली मुट्ठी बंद करता है, और घ्यूठमूठ के लिए क्रमशः पहले, 'दूसरे, तीसरे इत्यादि 
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छात्र के बैलों में ले जाकर मुट्ठी खोल देता है। 

और शून्य आम देने की औपचारिकता वह चाहे जितनी तम्बी पंक्ति में खड़े चाहे 
जितने छात्रों के साध करता जा सकता है। ऐोकरी में बचे आपों की संख्या 3 ही रहेगी 
यानी शेष कभी शून्य नहीं होगा। इस प्रकार 0 आम पाने वाले छात्रों की संख्या अनगिनत 
हागी। यानी उसका कोई अन्त नहीं आएगा! अर्थात्‌ (3/0- अनन्त, जिसके लिए संकेत 
है, + ००) 

अंतिम उदाहरण (०) सबसे मजेदार है! इसे ध्यान से समझिए। यहाँ आमों की संख्या 
शून्य (यानी टोकरी खाली) है और प्रति छात्र शून्य आम (यानी कुछ नहीं) देना है। यदि 
प्रारम्भ में ही, उदाहरण (७) की तरह, टोकरी पर गौर किया जाए ते शेष” शृत्य होने 
के कारण क्रिया समाप्त समझी जा सकती है। अतः इस स्थिति में 
'. 0/050 

लेकिन चूंकि प्रत्येक छात्र को 0 आम ही देना है, हम मर्जी के अनुसार जितने छात्रों 
को चाहें, उतनों को आम दे सकते हैं और उसके बाद टोकरी का शैष शून्य बताकर क्रिया 
बन्द कर सकते हैं। जैसे यदि एक छात्र को आम देने के बाद समाप्ति की तो 2 >] 
इत्यादि! यदि दो छात्रों को आम देने के बाद समाप्ति की तो >>2 इत्यादि । और यदि 
चाहें तो, उदाहरण (७) की तरह अनगिनत छात्रों को भी आम पाने का भागीदार बना सकते 
हैं। 

अर्थात्‌ 000 का मान अनिर्णीत है। वह स्थिति के अनुस्तार कुछ भी हो सकता है। 
जी हाँ, शून्य भी, अन्य कोई परिमित संख्या भी, या अनन्त भी। 

इस लम्बे विचार-विमर्श के बाद हम फिर रामानुजन की कक्षा की बात पर आते हैं, 
जहाँ से चर्चा प्रारम्भ हुई थी । तोते की तरह रटने की बात अलग है, लेकिन यदि गणित 
की सूक्ष्मताओं की समझना चाहते हो तो उसका अध्ययन बारीकी से करना होगा। इसके 
लिए रामानुजन की तरह गणित का प्रेमी बनना होगा। बड़ी लगन से गणित का अध्ययन 
करना होगा। तब कोई आश्चर्य की बात नहीं कि आप भी दूसरों की गलतियों पकड़ लें। 
गणित के स्वस्थ तथा गहरे ज्ञान के कारण रामानुजन की दूसरों की भूलों का पता लगा। 

गणितीय दोषों, भूलें और गलतियों का पत्ता लगाना गणित के ठोस ज्ञान का परिचायक 


गलती बताओ तो ज्ञानी कंहलाओं । 


है और बुद्धिमता का मापदंड! नीचे हम गणित के विभिन्‍न क्षेत्रों से कुछ दोषपूर्ण क्रियाओं 
से युक्त निगमन उपपत्तियोँ, व्युत्पत्तियों और अन्य विधियाँ दे रहे हैं। उनमें कहाँ और 
कौन-सी गलतियाँ की गई हैं, इसे खोजने और बताने का प्रयत्न कीजिए। इससे बुद्धि का 
व्यायाम होगा और वह और पैनी हा जाएगी। यह ध्यान रखिए कि दूसरे की गलती खोजने 
और बताने में आपका ध्येय उसे नीचा समझना या दिखाना नहीं होना चाहिए, क्योंकि 
गलतियाँ सबसे होती हैं। जी हाँ, बड़े-बड़े गणितज्ञों से भी। स्वयं रामानुजन ने भी कुछ 
गलतियाँ की हैं| 
"७ था 48 ॥॥79/' एक सामान्य कहावत है। 


बिना किसी दुर्भावना के गलती (/#7॥) खोजना शिक्षाप्रद और लाभकारी होता है। तो 
फिर नीचे का दोषपूर्ण गणित ध्यान से पढ़िए, उसकी गलतियाँ बताइए और ज्ञानी कहलाइए। 


बीजगणित तथा अंकंगणित 


ि सबसे पहले हम बीजगणित का विषय लेते हैं जिसके बारें में कहा गया है कि “बीज 

चु विमलामतिः” अर्थात्‌ “बीजगणित निर्मत्ञ बुद्धि है” यानी बीजगणित को एक प्रकार 
से निर्मल बुद्धि के तुल्य बताया गया है। तो क्‍यों न हम भी गणितीय तुल्यताओं 
(अर्थात्‌ समीकरणों) से शुरू करें। 


उवाहरण (); यदि ऐ (]) 
तो ४3] '.. (2) 
और और (3) 
5 
अत; दत्त! 


] 
अर्थातू, ४?<] ं (4) 
यानी ८ + 
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अर्थात्र॒ समीकरण (4) में » का मान+] भी हो संकता है और - भी । लेकिन 
ऊंपर (),(2) या (3) किसी में भी, हमनें --॥१ नही लिया और न ले सकते हैं। इसलिए 
४ का -] मान सही नहीं है! बताइये, गलती कहाँ है? 

उदाहरण (2) : समीकरण #*-४+50 । (5) 
को सरल विधि से (बिना सूत्र लगाए) हल करना। यहाँ (5) को हम इस प्रकार लिख 
सकते है : 

-ऋट कं (6) 
यानी | (]-४) 5 द 


अर्थात्‌. ।-7«- , क्योंकि ५ शून्य नहीं है। 
पा #+--<] 
ऊँ 


था रु+- 5 रू-, समीकरण (6) से। 
दोनों ओर से हु, घटाने पर 


यानी हु --] 

अतः ह्८-) 

लेकिन इस मान को दिए गए समीकरण (5) में रखने पर पता लगता है कि यह 
मान सही नहीं है। तो फिर हमने कीन-सी गलती की। 


उदाहरण (3): हम जानते हैं कि, गुणनखंड करने पर 
(87-77? < (8+0) (3-%) (7) 
इसमें & और ७ का मान कुछ भी हो सकता है। अतः (7) में हम ४ और ४७ की 
जगह 5 लेते है, तो (7) का रूप हो जाएगा 


गलती बताओ तो ज्ञानी कहलाओ 


2.४? - (४+ह) (५-४५) 
लेकिन बाई ओर » बाहर (८आआ 0) लेने के बाद 
४-४” ८ | (५-४) 
अतः (8) का अब हम इस प्रकार लिख सकते हैं। 
| (४-5) ८ (ज+5) (४-४) ' 
दोनों तरफ के समान या एक से (४%॥0) गुणनखंड को काटने पर मिलेगा 


ह 3 ९ कर 
अर्थात्‌ 5% ८ 25. 
यानी ल्‍52 


क्योंकि दोनों तरफ से & कट ' गया। लेकिन (9) ते। स्पष्टतया गलत है। 


(8) 


(9) 


उदाहरण (4): एक रुपये में 00 पैसे होते है, यह ते सब जानते है। लेकिन एक 


रुपये को .एक पैसे के बराबर सिद्ध करने का जावू भी देखिए। 
एक रुपया [00 पैसे 


-< (0 पैसे) ५९ (0 पैसे) 
लेकिन 0 पैसे तो /0 रुपये के तुल्य होते है, अतः समीकरण (0) से 
[ ु 
एक रुपया न््द गत रुपये है पठ रुपये 
] 
जे गत रुपये८ पेसे ! 
उवाहरण (5): हम आसानी से देख सकते हैं कि , 
25-60 5 49-84 


अब दोनों तरफ 36 जोड़ने पर 
25-60 + 36 5 49-84 +36 
अर्थात्‌ 52-.2 (5.06) + 62 5 7? - 2 (7)06)+6? 
यानी . (5-6)? 5 (7-6), क्योंकि ३४२-2 (४300) +0? ८ (8-४७)* 
वर्गमूल लेने प्‌ 5-6 5 7-6 


(0) 
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और अंत में दोनों और 6 जोड़ने प्र 
5-7 
जे कि स्पष्टतया सही नहीं है। 


उदाहरण (6) : हम जानते हैं कि, 

(४2-०१) ८ (४-0) (४+80+79) . (]) 
इसमें 4-5 और 05» रखने पर 

४ -ऋ) ८ (४-5) (४ + हह + ४?) 

जैकिन ४१-३४? > ४? ((-)) 

अत; |? (४-४) 5 (६-७४) (४?+5४?+ह?) 

अर्थात्‌ #*<>? + कह! 

या हु! - 357 

यानी [53 

इसी प्रकार (४-॥)") » (४?+७") (8+७) (8-0) 
से हम ४35 2४%? 72. 

यो ४१ 5 45५7 


यानी -4, सिद्ध कर सकते हैं, इत्यादि। 
उदाहरण (7): अनन्त गुणोत्तर श्रेणी के योगफल के सूत्र से, 


2 ॥ 
बा + का + 80 + .......स एप (2) 


इसे लगाकर हम आसानी से देख सकते हैं कि (३-५, 5४) . 





का 0 परम तर । (3) 
उसी सूत्र (!2) की लगाकर निम्नलिखित श्रेणी के लिये भी योगफल प्राप्त कर सकते हैं 
(8>, ॥ ८ /४ ) 
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(कद प्र/प7 5 न+-+-++ ८ ([4) 





अत: (3) और ' (4) को जोड़ने पर 


। [| ॥ षू ॥ ष् 
(४५+ ५“ +५*+ ,....... )+ (4 + हिल का हि ६ ्ज गज आओ आम 0 (]5) 
जो कि सही नहीं मालुम पड़ता। क्योंकि यदि 5 का मान धनात््मक (09९७) है, 
तो बाई ओर के सारे पद धनात्मक हेंगे। तो फिर उनका योग शून्य कैसे हो सकता है। 
कुछ भी हो परिणाम १8 वीं शताब्दी में यूरोप के महान गणितज्ञ लियोनार्ड- ऑयलर (80७०) 


ने भी क्‍ इसी (5) का गलते विधि से “सिद्ध” किया था। 


उदाहरण (8) : इस अनन्त ओऔणी को देखें। 


ड अर 2 ञ 2 & 








[+%2 (+5५2]2 


यह एक गुणोत्तर श्रेणी है जिसमें प्रथम पद 5” है और सामान्य अनुपात 


हर है। अतः सूत्र (2) से 











((+ ५2) 
2 2 9 
लाल तट िजमलपिजील मर 2 .-]+ हर 
(45 2). (]+५”)* ]-( [ ) 
(+४* 
अब ४50 लिया तो, 0+0+0+-----७ +0 ह 
यानी 05 ! '.. (]6) 


उदाहरण (9) : इसी प्रकार अनन्त श्रेणी 
4-5 + ४2 --5५१+४१-- ४ + ............,... 


गुणात्तर है, जिसमें 9-] और 7--> है । 
अतः सूत्र (2) से 
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[४ + #2 - ४३ + ह६ ----- ८४ --- ((7) 
(+5 


यदि न प्प कर में सतत्त विभाजन (१0४४70०० 0।५४90७॥) करें या (!+५४)' में ड्विपद 


प्रभष. (89079 76007) लगायें, तब भी -हमें परिणाम (7) प्राप्त हों जाता है। 
इसमें यदि £ का मान ! लें तो हमें यह विचित्र फल मिलेगा 


(किक  तओ 0 8 पर (8) 


जिसकी पश्चिम के अनेक बड़े-बड़े विद्वानों ने इस ग्रकार लिखा था, 
(-) + (-) + (-) + ------७ /2 

अर्थात्‌ 08 0+ 0+ 0+ ........ !/2 द (9) 

समीकरण (8) में “शून्य” से “कुछ” प्राप्त करने की सिद्धि का आभास मिलता है, 
ठीक उसी प्रकार जैसे कुछ लोग खाली हाथ दिखाकर छूमन्तर से अंगूठी बनाने का चमत्कार 
दि&जातें हैं (ए९4॥72 507शा।ए ० 0 ॥072) 

प्रमीकारण (8) को हम इस प्रकार भी लिख सकते है 

]+(-+) + (>] + )) + (-] + ]) + *--+- ऊ /2 

अर्थात्‌! +0+0+ .... 5 /2 

पा | & ॥/2 

एक अन्य विधि देखिए। 

यदि 8 ८ -+ --]+ -]+ ----- 

ती $ » 4-([-+-!+] ------) 

० की 

28- सर 6 « !/2 

माने ऐसा लगता है कि गणित से कुछ भी सिद्ध किया जा सकता है। 





उदाहरण (0) : हम जानते है कि 
(४8) ((४0)5+ ७४ (20) 


गलती बताओ तो ज्ञानी कहलाओ ]3 


जैसे /9 १९ १6 -/44 

ज़े कि सही है क्योंकि (9 ५ (6- 3:45 2और दाई ओर से भी यही प्राप्त 
होगा (वर्गमूलों का मान सब जगह धन लेने पर)। काल्पनिक (8809) संख्याओं का 
गणित जानने वालों को मालूम है कि 


(>-५3, जहाँ ।७+ (-] (2) 
लेकिन यदि धन का चिहन लें तो 
(-4 52 (22) 


अब (20) में 9 और ० को -4 लेते है। 


अतः (/-4) ४ ((-4) 5 + ((-4)४(-4) 5 (6 समीकरण (20) से 

अर्थात्‌ (2५2) 54 

यानी 42» 4 

अर्थत्‌ 7१«>+] 

लेकिन हम जानते हैं कि !? का मान॑ -] होता है. जो कि (2]) का वर्ग लेने 
से भी स्पष्ट है| 


उदाहरण (])! हम जानते है कि 


0 क्‍ ढ (23) 
क्योंकि 8-०5-(०७-8) तथा ॥-६-] । 
इसी प्रकार । दे (8-७) 8-9) (24) 


अतः गुणा करने पर (23) और: (24) से 


((४-०)((७-४)5० (०-४) (४-०) 
अर्थात्‌ ।ः<१ (क्योंकि ६>०मान लिया) लेकिन यह तो सही नहीं है। 
? का मान तो -] होता है। बताओ भूल या दोष कहाँ है। 
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5 || ३०३००००>०- ० 2, 


चित्र .] 


ज्यामिति और त्रिकोणमिति 
उदाहरण (2) 


मान लो मोटर का पहिया सड़क पर लुढ़ककर एक चक्कर में $, स्थिति से $, स्थिति 
में पहुँंचा। पहली स्थिति में टायर का जो बिंदु & सड़क के संपर्क में था, एक पूरा चक्कर 
लगाकर फिर सड़क के .संपर्क में आ गया (बिंदु 8 के रूप में) और उसी के धातु के 
पहिए का बिंदु ८ भी एक चक्कर के बाद 0 पर आ गया। #४ दूरी पहिए के बाहरी 
घेरे के बराबर होगी जिसकी त्रिज्या (8075) ?& है। 


यदि 7७-7२ हो ते। &8- 20१ होगा। चित्र से स्पष्ट है कि 00- #४8 - 2॥7 

अर्थात्‌ ९ बिंदु ने भी वही दूरी >तश तय की। लेकिन यह कैसे सम्भव हो सकता 
है, क्योंकि त्रिज्या ९2 का मान 7५ अर्थात्‌ ॥ से छोटा है। दूसरे शब्दों में &8 बड़े वृत्त 
की और (१० छोटे वृत्त की परिधि है, परन्तु चित्र से दोनों के मान बराबर हैं। फिर रहस्य 
क्या है? 
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उदाहरण (3) : त्रिकोणमिति में ऑयलर का सूत्र 
(०४ . ००४0 + 48#१9 ) 

प्रसिद्ध है। इसमें ७ का मान 27% लें तो 

ठप नम 

इसी प्रकार ७ का मान 4% लेने पर, ८६४ .। 
सतः 8/ 5 जे &(7५० 


दोनों ओर का लागेरिध्म (0227007॥7) लेने पर 


24006 ९७ 47द0४ ० द (26) 

यदि लागेरिथ्म का आधार 6 (जिसका मान 2.7828 के लगभग होता है) तो 
008 € 5 | । 

इसलिए 240 - 4॥7 

अर्थात्‌ 25 4 


जो सर्वथा गलत है। पर यह हुआ क्यों और कैसे? 


उदाहरण (4) : कोई त्रिभुज ४30 में रेखा »0 कोण #& को दो बराबर भागों 
में बॉटती है, अर्थात्‌ 0 कोण 
090 का अर्धक (४६४2००0 है। 


अतः सर्वविदित प्रमेय से 
27 _ 85 
[>(? 60 
/ 3. 68 
अर्थात्‌ छ0 790 
या 
8(3+ &/2) _ शा।((. 20 (( + &/2) 
9॥ (/& /2) शा ( ४ /2) 
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9] (9+//2) ८४॥ ((:+/0/2) 
अर्थात्‌ 32+ हे न्‍+(+ प;ि 
यानी कीण 85 कीण ८! 

अर्थात्‌ भुजा ४8 
- भुजा 4९! 

जिसका मतलब यह 
हुआ कि हम किसी भी 
त्रिभुन॒ को समद्विबाहु 
(4508८0९७) सिद्ध कर 








गीत-त+++-त_++[.+:+ जे हैं। जी हाँ 
सजा सकते हैं। जी हाँ 


अवश्य, परन्तु धोखा 


देकर । धोखा कहाँ दिया गया बताइये? 
उदाहरण (5) : 
एक आरी 
(७४५) है। जिसकी 
|) 
2. लम्बाई ४7४ का 


मान ], है। मान 

(०७४) है जिनमें 

से प्रयक की आकृति 
समबाहु॒ (€तुपा- 
चित्र ,4 ]४24) त्रिभुज की 
दे पार्श्व (00) 


भुजाओं की तरह है। त्रिभुज की प्रत्येक भुजा की लम्बाई होगी 7/758 और इस प्रकार 
# से छ तक की टेढ़ी-मेढ़ी (7४४-798) लकीर की लम्बाई होगी 289॥- 2. 


गलती बताओ तो ज्ञानी कहलाओ 7 


अर्थात्‌ आरी के लम्बाई की दुगुनी। ध्यान देने की बात यह है कि यह दाँतों की संख्या 
॥ पर निर्भर नहीं है। इसका मतलब यह हुआ कि यदि हम दाँतों की संख्या बढ़ाते जाएँ 
ते दाति छोटे-छोटे होते जाएंगे, परन्तु टेढ़ी-मेढ़ी लकीर की लम्बाई 2, ही रहेगी। लेकिन' 
यदि ॥ का मान बहुत ही बड़ा लें ते टेढ़ी-मेढ़ी लकीर और सीधी लकीर में बहुत ही 
कम व्यावहारिक अन्तर दिखेगा (चित्र .4 देखें) | 

लेकिन एक की लम्बाई 2, और दूसरे की ॥, है। इस प्रकार 0 का मानं असीमित 
(७०४०१) करने पर टेढ़ी-मेढ़ी लकीर सीधी लकीर जैसी हो जाएगी। लेकिन उसकी 
लम्बाई 2, होगी, जबकि होना चाहिए 7,, जोकि & और 9 के बीच की दूरी है । 


विविध 


उदाहरण (6): अवकलन या चलन कलन (##2थआ9॥] ०४४००॥॥$) पढ़ने वाले 
विद्यार्थियों को अच्छी तरह मालुम है कि, यदि 


नि कर अल 4 
श्न्ज, ते पर हे 


जिससे » का अवकलन [(0&7५8॥४९) | तथा 2४ का >5होगा। अब इस पर 
विचार कीजिए। 

४+ह+ऋ+॥+,...,.(४ 768) ८ एह ८ ४ 

दोनों और अवकलन करने से 

]+]++..,.... (४ (768) + 25 

अर्थात्‌ #-25 या -2 

फिर वही चक्‍कर। क्या उच्चगणित से भी उसी प्रकार की गलत बातें सिद्ध की जाती 


हैं। जी हाँ, पर केवल मंनोरंजन के लिए।. सतर्क हैेनि पर गलती पकड़ में आ जाएगी। 


"वन. 


उदाहरण (7): जो विद्यार्थी समाकलन (#॥6€ष॥॥07) जानते हैं वे 
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हु 
॥्र7%८-----,॥ # 7 
के 


नियम से अवश्य परिचित होंगे । अब देखिए एक कमाल ऊपर के नियम से 


| 
| - | #कआर- 
डर 
| 
५ [_ | []| 
* मन... व धंधे हनी है ८:- 
2 ॥ पर जी [ [ 


| | 
लेकिन हा का मान ते कती या कहीं भी ऋणात्मक (॥62४70५४) नहीं है। फिर 
समाकज्ञषन का नतीजा -2 क्यों आया। उत्तर है, भूल करने से। 


74५ । द्ः 


उदाहरण (8): 

'अब थोड़ा अत्तमानताओं 
पर, विचार कीजिए। 

एक स्पष्ट असमता है 
कि संख्या 3, संख्या 2 से 
बड़ी है, 
अर्थात्‌ 3>2। 

दोनों और 08 (॥/ 
2) से गुंणा करने पर 





चित्र .5 


3 08 (॥/2) >2 ॥0९ (॥/2) 
अर्थीत्‌ 00(8)१> ॥0806) 
(क्योंकि 008 प्राय )08 7) 


अतः (/2) > 0/2)* अर्धत्‌ पाप 
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परन्तु ऐसा है नहीं। आपकी बात ठीक है, लेकिन गलती बताओ ते बात बने। 
जि [) पवाहरण (9): 
5._7॥ (५, ५) विश्लेषणात्मक (४000०) 
हम ज्यामिति पढ़ने वाले जानते है 
कि दीर्ष वृत्त (॥॥0४९) में दो 
व्यास ९0९ तथा५, संयगुग्णी 
(००॥|॥४०४०) कहे जति है, 





यदि वे एक दूसरे के समान्तर 
जीवाओं (॥॥008) के अर्धक 
चित्र .6 हों 
इसके लिये शर्त है कि 
एन - 5 (2) 


जहाँ 7, 0, व्यासों की प्रवणताएँ (६0088) हैं और 28, 29 दीर॑बृत्त की बड़ी और छोटी 
अक्ष (89) हैं। । 
अब परिभाषा के अनुसार, यह दोनों अक्ष ४3, (!० भी संयुग्मी हैं, तथा एक दूसरे 
पर ज़म्ब (9श]0270॥0/9) भी जिसके कारण ॥%॥, का मान इनके लिए -] होगा। 
अतः (27) पे - 5 -0%४ 
अर्थात्‌ ४2८ ४९, या ४-४७ 
अर्थात्‌ हमने दीर्घवृत्त को वृत्त सिद्ध कर दिया, बेशक एक भूत करके। उसे बताइए 


उदाहरण (20) : किसी 'भी दीर्घवृत्त को वृत्ते सिद्ध एक अन्य विधि से भी कर 
सकते हैं। यदि आपका अधिकतम और न्यूनतम मान निकालना अवकल्नन (९४०0४७) 
से आता हो। किसी भी बिंदु प' (४,४) के लिए नाभीय (60०४) दूरी, ४, (8+७) 
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होती है जहाँ € वीर्घवत्त की उत्केद्ता है। यदि 


7+- 8+९5५, 

तो +:5० (जो एक स्थिर राशि है) 
तः 

अर्थात्‌ कक # 


जिसका मतलब यह हुआ कि. का मान न ते अधिकतम है और न ही 
न्यूनतम ! अतः वह केवल वृत्त ही हो सकता है। 








शिक्षा-संस्थाओं में गर्मियों की छुट्टियाँ चल रहो थीं। एक नवयुवक शहर में साख्यिकी (३॥8॥808) 
के पादयक्रम को पूरा करके अभी थेड़े ही दिन पहले ग्राम स्थित अपने घर लौट था। 
ऐसे लड़के जो उच्च शिक्षा पाए हों, गांव में कम थे। इसलिए विवाह योग्य वर की तलाश 
में आने वाले लोगों की नजर में वह नवयुवक काफी उपयुक्त समझा जाता था। प्रस्तावों 
की कोई कमी नहीं थी। अन्त में नवयुतक के अनपढ़ बूढ़े पिता ने उसकी शादी धोड़ी-सी 
दूर पर स्थित एक गव के परिवार में तय कर दी। उन दो गंंवों के बीच में एक छोटी 
नदी थी। 

विवाह का दिन आया। नवयुवक दूल्हे के साथ बारात ने प्रस्थान किया। बारातियों 
में अधिकतर अनपढ़ें थे। गर्मियों में नदी में पानी कम होने से लोग उसे पैदल ही पार 
कर लेते थे। तैकिन उस दिन नदी में पानी का जलस्तर ज्यादा था। पिछती रात को ऊपरी 
जतग्रहण क्षेत्र में यकायक पानी बरसने के कारण शायद ऐसा हुआ था। बाराती पैदल चलकर 
नदी पार करने में क्षिन्षक रहे थे। अतः बारात वही, नदी किनारे रुक गई 


वास्तव में नदी में पानी की गहराई संब स्थानों पर एक-सी नहीं थी। उसे पैदल पार 
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करने में खतरा था, क्योंकि बाराती भी तो सभी लम्बे कद के नहीं थे! समस्या यह थी 
कि इस बात का कैसे पता लगे कि उस समय नदी पार करना सुरक्षित है या नहीं। 

लेकिन दूल्हा तो सांख्यिकी पढ़ा-लिखा था। उस विषय में, किसी प्रमाण कि विभिन्‍न 
मान हेने पर उनके औसत (#५८४४४७) को प्रतिनिधि के रूप में प्रयोग करने की जो शिक्षा 
दी. जाती है, आखिर वह कब काम आती। इसलिए बारात में सम्मिलित सभी लोगों की 
उसने (वूल्हे ने) ऊँचाई का औसत निकाला, और नदी के विभिन्‍न स्थलों की गहराई लेकर 
उसका भी औसत निकाला। 

चूंकि बारात की औसत ऊँचाई नदी की औसत गहराई से अधिक आई, उस पढ़े-लिखे 
दूल्हे ने बारात के नदी पार करने में कोई खतरा न समझा। अत्तः उसने घोषणा की कि 
नदी पार क्रना बिल्कुल सुरक्षित है। 

लोग ते किसी सुरक्षित उपाय का उत्सुकता से इन्तजार कर ही रहे थे। जब 
आधुनिक शिक्षा प्राप्त. किए दूल्हे ने सुरक्षा का पता गणना द्वारा लगा ही लिया, तो फिर 
खतरा किस बात का। 

उधर विवाह का शुभमुहूर्त भीं निकट आता जा रहा था। अतः बाराती नदी पार जाने 
को तैयार हो गए, और आदेश मिलते ही उसे पैदल पार करने लंगे| 

उसके बाद क्या हुआ, यह ते पत्ता नहीं। लेकिन सामान्य बुद्धिवलि लोग भी परिणाम 
का अनुमान लगा सकते हैं। 

सांख्यिकी-सिद्धात के दुरूपयोग का यह एक “नीम हकीम खतरेजान” वाला उदाहरण 
है। जिन लोगों को सांख्यिकी के ऐतिहासिक विकास की जानकारी है, उनको याद होगा 
कि उस विषय के ज्ञान का दुरूपयोग या खत्तरनाक इस्तेमाल भी बहुत हुआ है और आज 
भी हो रहा है। 

कुछ भी हो, औसत निकालने की विधि और औसत (४ए४०४४९०) की प्रयोग करने 
की प्रधा बहुत प्राचीन है और विश्व की सभी. सभ्यताओं में इसका चलंन था। 

इस अध्याय में तत्सम्बन्धित कुछ रोचक बातों का वर्णन किया गया है। लेकिन पहले 
हम एक बात स्पष्ट कर दें। कभी-कभी औसत का प्रयोग केवल एक गणितीय भाषा के 
रूप में किया जाता है, क्योंकि नियम या सूत्र की स्थिति के अनुसार ऐसा करना 
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सुविधाजनक होता है! लेकिन इन परिस्थितियों में भी औसत का प्रयोग हमको सूत्र या 
नियम की अन्तर्दृष्टि देता है। 


उदाहरण (#६८६४॥/226/ 
0) समान्तर श्रेणी का योगफल 
७+) हट... 

5 [प्रथम और अंतिम पदों का औसत) » (पदों की संख्या) 
(0). समतम्ब चतुर्भुन 0॥%०»॥7) का क्षेत्रफल द 

| [समान्तर भुजाओं 'का औसत) » (उनकी आपसी दूरी) 
(॥) बलयाकार पट्टी (४ग्राणा08) का क्षेत्रफल 

द्रर - 477 - (रे +7))00 क्‍ 

“ (अन्तः और बाहय वृत्तों की परिधियों का औसत) » (पढ्टी की चौड़ाई) 
0५) एक समान या स्थिर त्वरण (32८८०४॥0०७ से चलने वाले कण द्वारा तय की 

गई दूरी 5-/4(0+९),/ 

- प्रारम्भिक तथा अंतिम गतियों का औसत » समय 

अब माना कि त्वरण यानी वेग वृद्धि स्थिर व धनात्मक है। यदि हम प्रारम्भिक गति 

से दूरी का हिसाब लगायेंगे, तो वह वास्तविक दूरी से कम आएगी, क्योंकि वेग तो बढ़ता 
जाता है। और यदि विचाराधीन यात्रा के अन्त की गति 9 से दूरी का मान निकालते 


हैं तो वह सही मान से अधिक आएगा क्योंकि ४ गति होने के पहले उसका वेग कम 
था! 


. इसलिए यह एक रोचक बात है कि उन दो गतियों का औसत लेकर जो दूरी सरलता 
से (यानी यात्रा रामय का गुणा करके) निकाली गई, वह एकदम ठीक मान है, ऐसा सिद्ध 
किया जा सकता है। सब तरह की त्वरित गतियों में ऐसा नहीं होता। 
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| समतल आकृतियों के क्षेत्रफल 
आयताकार क्षेत्र को इकाई वर्गों में विभाजित 
करके उसके क्षेत्रफल के लिए सूत्र 
3 . #/ - लम्बाई £ चौड़ाई. (१) 
। निकालना अति प्राचीन काल में भी आसान रहा 
होगा। 
इसके बाद त्रिभुज तथा समानान्तर चतुर्भुज 






७ काका, >> आकृतियों जि पे 
आकृतियों के क्षेत्रफल तत्संबंधित आयताकार क्षीत्रों 
मल रस 0 न 





कै 


# 8 # 8 
चित्र 2.2 चित्र 2.3 

(चित्र 22 और 2.3) के आधार पर विचार-विमर्श करके धीरे-धीरे प्राप्त कर लिए गए 

हेगि। व्यापक त्रिंभुज के पहले समकाण त्रिभुज और ठिसमबाहु त्रिभुज पर विचार करना 

स्वाभाविक था। क्‍ | 

समलम्ब चतुर्भुजों (॥[7०29) में द्विसमलम्ब 
चतुर्भुत की माप कठिन नहीं थी। 

उसके लिए सूत्र था, (चित्र 2.4 देखें) 


85 पर फ+ प))0 (2) 


3 संभव है कि इस सूत्र की प्राप्ति समलम्ब 
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चतुर्भुण 807 को आयत »ए४&८४' के समान देखने से की गई हो, जैसा कि चित्र 
2.4 से स्पष्ट है (जिसमें त्रिभुन (88 और ४7" बराबर है) इस प्रकार 


न्‍्- 2 
/ - (पी + ( हे ) ॥| (3) 
एक और सरल विधि आकृति #809 को कर्ण #० द्वारा दो त्रिभुजों, 82 और 
009» में . विभाजित करता है। 


] | । 
तब, /8-८ दि न न का (4) 


जिससे वही सूत्र प्राप्त हो जाता है। 

इस सरल विधि के आचरण से ते व्यापक समलम्ब चतुर्मुज (॥४००४एा०) का 
क्षेत्रफल पने में कोई कठिनाई नहीं है। क्योंकि नियम (4) उस पर भी हूबहू लागू होता 
है। हाँ, यदि इस व्यापक समलम्ब चतुर्भुन को समानान्तर चतुर्भुन ७7000" तथा त्रिभुज 
800 में विभाजित करें (चित्र 2.5) तो उसके लिए नियम (3) लागू हो जाएगा! कुछ 
भी हो, सूत्र (2) सब समलम्ब चतुर्भुजों के लिए है। उसमें समानानतर भुजाओं का औसत 
स्वाभाविक रूप में आ गया है। ु 

और आगे बढ़ने में एक समस्या है। वह है किसी भी व्यापक चतुर्भुज के क्षेत्रफल 

निकालने की। क्योंकि ऊपर के तरीके यहाँ आसानी से लागू नहीं होते। लगभग 5000 
वर्ष पूर्व के गणितज्ञों के सामने तो अवश्य ही एक बड़ी विकट समस्या थी। उदाहरण के 
लिए एक चतुर्भुगीय खेत या भूखंड का 
वास्तविक क्षेत्रफल कैसे मालूम किया जाए। 
लगान और कर वसूली करने वाले राजकीय 
पदाधिकारियों के लिए यह जानना जरूरी 
था! 

उस समय इस समस्या का हल 
इस प्रकार किया गया। मान लो चतुर्भुज 
की भुजाओं के मान, जिन्हें सर्वेक्षण या 
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वास्तविक माप से मालूम किया गया हो (चित्र 2.6) ४,०,०,१ हैं। ते चतुर्भुज के क्षेत्रफल 
के लिए निम्नलिखित नियम, जिसे 'सर्वेक्षक सूत्र” कहते है, का प्रयोग किया गद्मा।-.. 


(९१०९६) ७ 
( 


यह सूत्र गणितीय दृष्टि से सही नहीं 
है और न सामान्यतया सूक्ष्म फिर भी 
5000 वर्ष पुराने काल का यह प्रयास 
सराहनीय है, और इसका बहुत ही 
ऐतिहासिक महत्व है, क्योंकि वह संसार की 
लगभग सभी सभ्यताओं में प्रयोग किया 
गया! और यह प्रयोग बाद में सूक्ष्म सूत्र 

चित्र मालूम होने के बाद भी चलता रहा! सच 
तो यह है कि प्रायः आज भी गांव में चतुर्भन खेतों और भूखण्डों के क्षेत्रफल को सरलता 
और शीघ्रता से मालूम करने के लिए उसका उपयोग किया जाता है। 

'सर्वेक्षक सूत्र” (5) के प्राचीन काल में उपयोग में लाए जाने के कुछ संदर्भ इस प्रकार हैं- 

[,. सुमेरिया (ई. पू. तृतीय सहस्राब्दी) 

2. मेसेपोटामिया (ई. पू. द्वितीय सहस्नाब्दी) 

3. मिस्र. में नील नदी के किनारे बसे इडफूं (0 0 ७" 8070) स्थान पर बने 

होरस (078) के मंदिर के अभिलेख 

इनका समय ई. पू. प्रथम शताब्दी है, और हल किए अनेक उदाहरण में से दे इस 
प्रकार थे- 
पहला, 

8:22, 054, 0८23, 054 
और दूसरा, 
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. ४८३६, 0-20, ०-8, 0-5 
4. चीन का एक ग्रन्थ बूक्लाओ सुआन घिंग (५४७ 7७४० $७७॥ (8) जिसका 
संग्रह सरकारी विभागों के लिए ई. चतुर्थ शत्ताब्दी में किया गया! खेत की 
पूर्वी, पश्चिमी, दक्षिणी तथा उत्तरी भुजायें 35, 45, 25 और 5 पाद (8085) 
थी, और उत्तर 800 था। 
5. भातत में सर्वप्रथम ब्रह्मगुप्त (ई 628) कृत ब्राह्मस्फुट सिद्धान्त ((!-2) जहाँ 
नियम इन शब्दों में दिया गया है- 
“स्थूत्फल॑ त्रिचतुर्भज-बाहुप्रतिबाहु योगवत्र-घातः” अर्थात्‌ 
“त्रिभुन और चतुर्भुज का स्थूल क्षेत्रफल आमने-सामने की भुजाओं के 
योग के थआंधें का गुणनफल होता है।” 
इसमें अनेक बातें कहीं गई हैं! पहली तो यह है कि इस नियम से समान्यतया 
स्थल (00१%॥ या भ7००॥४७) क्षेत्रफल प्राप्त होता है। यह बात्त स्पष्ट रूप से 
शायद ब्रह्मगुप्त के पूर्व किसी अन्य विद्वान ने नहीं कंही। 
वास्तव में स्थिति और भी खराब है। क्योंकि कोई चतुर्भुज भुजाओं मात्र से 
निर्धारित नहीं होता अर्थात्‌ अनन्य नहीं है। सच पूछो ते दी हुईं चार भुजाओं से 
जितने चाहे उतने चतुर्भुत्र बन सकते हैं। इसकी सच्चाई देखने के लिए चार भुजाओं 
के बराबर लम्बाई की चार पतली छड़ें लेकर उनको कब्जों से आपस में जेड़ें। बनी 
हुई चार कड़ियों की माला की आकृति मनमाने अनेक रुप लेने में समर्थ होगी। 
इसलिए दी हुईं केवल चार भुजाओं से चतुर्भुण के क्षेत्रण्ण की बात करना कोई 
अर्थ नहीं, रखता क्‍ 
आर्यभट द्वितीय ने तो अपने महासिद्धांत (5५, 70) में यहाँ तक कह 
दिया कि- । द 
कर्णज्ञानेन बिना चतुरश्रे लम्बक फल्॑ यंदा । 
वक्‍त, वाब्छति गणकोयो5सी .मूर्खः पिशाचो वा ॥ 
अर्धात्‌ 
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'जे। गणितज्ञ चतुर्भन्र के किसी कर्ण के जाने बिना (केवल उसकी भुजाओं से) 
उसके क्षेत्रफल या अवलम्ब (॥00०) को बताने की कामना करता है वह या तो मूर्ख 
है या पिशाच। ' 

|. लेकिन इस पिद्धांत से खेतों और भूखंडों के क्षेत्रफल पाने के लिए कोई व्यावहारिक 
कठिनाई नहीं है, क्योंकि वहाँ तो आकृति निर्धारित है। प्रश्न केवल यह है कि चार भुजाएँ 
नापकर क्षेत्रफल कैसे पाएँ 

ब्रह्मगुप्त ने दूधरी बात यह कही कि उक्त नियम (5) से त्रिभुन का भी स्थूल 

क्षेत्रफल निकाला जा सकता है। इसका अर्थ यह 

गप है कि त्रिभुज को ऐसा चतुर्भुन समझे जिसकी 

एक भुजा शून्य है। लेकिन ऐसा, ब्रह्मगुप्त के 700 

वर्ष पूर्व इडफू के अन्तर्लेंखों में किया जा चुका 

था, जिसमें 5, 7, 7 भुजाओं वाले न्रिभुज को 

5, |7, 0, 77 भुजाओं वाला चतुर्भून लेकर उसका 
क्षेत्रफल सूत्र (5) से 


5+0५ ([7+7५ _.. 
(्‌ 7) /। (०-70) “42-- निकाला गया। 


त्रिभुज के लिए सूत्र (5) का उपयोग यूनानी 
गणितज्ञ हीरॉन (ई. पू. प्रथम शताब्दी) ने भी 
किया जिसे त्रिभुज के क्षेत्रफल का सही नियम भी मालूम था, जो इस प्रकार है। 





चिंत्र 2.7 


#ैतः (४४-०)७-७)७-०) $(8-9)(5-9)(8- ०) (6) 
जहाँ $ 5 (8+0+0)/2 (/) 


प्राचीन रोमन लोगों का गणितीय स्तर इतना कम था कि समबाहु त्रिभुज के लिए भी 
उन्हेंने स्थूत्न सूत्र (5) लगाया! आश्चर्य की बात है कि इन स्थूल रीतियों का उपयोग जर्मनी 
और झूस- में काफी बाद तक होता रहा 

दूसरी विचित्र बात यह है कि यदि सूत्र (5) को &,७, ० भुजाओं वाले त्रिभुज पर 
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लगाया जाता है ते हमें क्षेत्रफल के तीन अलग-अलग मान भी मित्र सकतें है। 


6. 5(8/2).(0+0)/2 (8) 
(2 >(॥/2) .(0+ ४) /2 (9) 
44 7(०/2), (॥+ 7) /2 (40) 


यहाँ चौथी 0 भुजा क्रमशः ॥, ७, के सन्मुख ली गई है। लगता है कि किसी प्राचीन 
या मध्ययुगीय लेखक ने इस दोष का स्पष्ट रूप से उल्लेख नहीं किया कि एक त्रिभुज 
के क्षेत्रफल के तीन मान कैसे हो सकते हैं। लेकिन भारत में ओरीध्वरीयपार्टी के एक प्राचीन 
टीकाकार ने (5) का एक बड़ा रोचक दोष बताया है। वह यह कि अक्षेत्र (यानी ऐसा 
'त्रिभुज” या “चतुर्भुण” जिसका अस्तित्व ही नहीं हो) के लिए भी सूत्र 5) से क्षेत्रफल 
मिल जाता है। उदाहरण के लिये “त्रिभुज” की भुजाएँ 20, 3, 7 लीजिए [ सूत्र (8) से, 
जो (5) का ही एक रूप है, “त्रिभुज” का क्षेत्रफल ] (2022) . (3+7)2 500 आया। 
जबकि सही सूत्र (6) से उसका क्षेत्रफल शून्य आएगा, क्योंकि ६८ 20; (४-8) 50 

'इस त्रिभुज का चित्र खींचिए। 

सच पूछे तो 20, 3, 7 से कोई वास्तविक त्रिभुज नहीं बनता। जिसके लिये आवश्यक 
शर्त यह है कि & का मान प्रत्मेक भुजा से ज्यादा हो। दूसरे शब्दों में, त्रिभुज या चतुर्भुज 
में प्रत्येक भुजा का मान अन्य भुजाओं के योगफल से कम होना चाहिये 

एक अन्य मजेदार बात सूत्र (5) के बारे में यह है कि इससे निकाला गया क्षेत्रफल 


का. मान वास्तविक यानी सही मान से सदैव ज्यादा 
आता है (आयत छोड़कर) 


इसको इस प्रकार सिद्ध किया जा सकता है [चित्र 
५ 2,8 में त्रिभुज #80 का क्षेत्रफल, &] ८ रण का! 8< प्र 2) 


और [ 
और त्रिभुन »07 का क्षेत्रफल, ७2 « प्र 04१३१ <--०5 





! 
अतः चतुर्भुज का क्ेत्रफल, $5#]+22 < -(»१+०0) 


ता चित्र 2,8 
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थे इसी प्रकार चतुर्भुज को कर्ण 99 द्वारा के 
क्र ह | त्रिभुजों में विभाजित करके हम दिखा सकते हैं कि 


9< तर (७०+००) । अतः जोड़ने पर, 28 < /2 (४0 
+ 90 + 80 + ०0) यानी, 8 < ((+ 0) (+ 0) / 4 
4+--८ 9+6 वास्तविक क्षेत्रफल | 
प मम के ही वंशज क क्षेत्रफल! 
( > >) ( 5 )> त्रफ 
चित्र 2.9 इससे स्पष्ट है कि प्राचीन मिस्र देश के पदाधिकारी सूत्र(5) 
के आधार पर क्षेत्रफल निकालकर लगान और कर वसूल्ली 
में वहाँ के किसानों का शोषण करते थे । 
चित्र 2.8 या 2.9 में बने नगाड़े के ऊर्धव खण्ड या काट ($6८॥७॥) के क्षेत्रफल 
के लिये चीन में बृत्शाओ छुआन चिंग (एए "७४० $0थ॥ (४४8) ग्रन्थ में सूत्र इस प्रकार 


क्षेत्रफक्त ८ पर (६++ 0)॥ (4) 


स्पष्ट रूप से यह ७७,० का औसत लेकर प्रभावकारी (४6८४४८) लम्बाई निकालने 
के प्रयत्न पर निर्भर है। लेकिन सूत्र सही नहीं है। सही सूत्र ऊपर और नीचे के दोनों 
समलम्ब चतुर्भुनों का अलग-अलग क्षेत्रफल का योग लेने से प्राप्त होगा। अर्थात 


सही क्षेत्रफल - (४) * गर न ( ष््ज ) ये 


5 |6| शा ०). ॥ (2) 

इसका भ्राप्त करना ईं. चौधी शताब्दी चीन में कठिन नहीं था। लेकिन मालूम पड़ता 
है कि सीधे औसत लेकर सरल सूत्र निकालना उन्हें ज्यादा रुचिकर लगा। आसानी औसत 
का एक बड़ा लुभावना गुण है जिसके कारण लोग सुक्ष्मता को भी भूल जाते हैं। विवश 
होकर औसत का सहारा लेना अलग बात है| 
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वृत्त की दा समानान्तर (केन्द्र से एक ही तरफ) जीवाओं के बीच बचे वृत्तखण्ड के 
क्षेत्रफल पर विचार करते है। विकसित त्रिकोणमिति के प्रयोग के बिना उसका क्षेत्रफल का 
सही मान निकालना कठिन है। जिनभद्र गणी ने ई. सन्‌ 600 के आसपास निम्नलिखित 
दे! व्यावहारिक सूत्र दिये हैं। 


() बैत्रफल 5 7 (2+0).0 ु ((3) 





0) क्षेत्रफल ८ प्रा +52) .० (4) 


सही यानी शुद्ध कोई नहीं है, और स्पष्ट है 
कि दोनों ही औसत विधि पर आधारित हैं। 

: सूत्र 0) ज्यामितीय दृष्टि से वृत्तखंड को 
समतम्ब चतुर्भुत 8079 के समान मान लेने से 
भी लिखा जा सकता है। 

दूसरा सूत्र अधिक अच्छा है और इसी को 
जिनभद्ग ने प्राथमिकता दी है। इसकी रहस्थमय 
चित्र 2.0 उपपत्ति प्राचीन काल से ज्ञात सूत्र 
(०-८ 4॥ (20 - 7) पर आधारित है। 
28 बड़ी और »9 छोटी अक्ष वाले दीर्घ वृत्त (॥॥95७) के लिये एक प्राचीन सूत्र 





भित्रफल + 75 (“7 (325) 


का आधार भी औसत की क्रिया है। यदि !( बिंदु ७ और ४ के ठीक मध्य में हो, 
ते 008 - (४+०)/2 होगा। इसको ब्रिज्या मान कर खीचे गये वृत्त के क्षेत्रफल को दीर्घ 
वृत्त के क्षेत्रफल के समान समझना सूत्र (5) में निहित है। 
औसत लेकर एक अन्य सरल सूत्र भी हो सकता है 
8“ + 90“ ) 
2 


क्षेत्रफल -॥ (६ (6) 
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जिसका मतलब है चित्र में बने सबसे छोटे और 
सबसे बड़े व॒त्तों के क्षेत्ररणमानों के औसत को 
दीर्घ वृत्त के क्षेत्रफल के बराबर मान लेना है। शुद्ध 
सूत्र है, 
क्षेत्रफल 57१४७ (]7) 
इसे लंब प्रक्षेप (0रा0ट्ञान्रुआ॥0 छा0[००ाणा) 
द्वारा बड़ी सरलता से सिद्ध किया जा सकता है। 
बेलन (८४॥7त०) का व्यास 20 है, और तिरछी 
ँ रेखा एए'5 28; इस प्रकार तिरछ्ते तल के झुकाव 
चित्र 2,॥ के लिये 
००8 0 0(0/0[' <७ /६ 
बेलन का पतिरछे खंड या काट (05ांपपघ० ४०८४०) दीर्घवुत्त है, और बैतिज तत्न 
पर उसका लंब प्रक्षेप वृत्त है यवि दीर्घवृत का क्षेत्रफतत & हो तो, 





& 0080 5 79£ 
जिसमें ८०४9 फा मान बैठाने से सूत्र ([7) आ जायेगा। दीर्घवृत्त की परिधि के लिये केपलर 
(0८60/४/ 609 ई०) ने औसत लगाकर 
__ थआ9 + 2070 अधिक 
निकाला। संही मान कठिन आधुनिक अवकलन से ही 
निकलता है और वह भी उच्च फलन या अनन्त श्रेणी 
में 
वृत्त की परिधि को उसमें बने सबसे बड़े षडभुज की 
परिधि के बराबर ले लेने पर ह 
277: 6 अर्थात्‌ , ४६3 स्थूल मान आता है, जिसमें 
वृत्त का क्षेत्रफल 
(5: 372 (8) 
वैसे इस स्थूल सूत्र को कुछ विद्वानों ने औसत की 
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विधि से प्राप्त करना ज्यादा अच्छा समझा है जो प्राचीन 
काल के लिए एक स्वाभाविक कएपना है। 
वृत्त से स्पर्श करते हुए उसके बाहर और भीतर बने 
। एक केन्द्रित वर्गों का क्षेत्रफल क्रमशः 42 तथा 27? होगा। 
इनका औसत लेने पर &-< (4 + 272/2 ८ 32, 
आपके सुनकर आश्चर्य होगा कि ठीक इसी विधि से 
की जर्मनी के एक (अव्यवसायी) गणितज्ञु ने 53 का सन्‌ 840 
४-० 2/---+>» में प्रत्त किया जबकि दुनिया इस विषय में बहुत आगे निकल 
चित्र 2.3 चुकी थी। % के कुछ अन्य प्राचीन मान जैसे /॥0, 355/5 
इत्यादि, औसत लगाकर भी निकाले जा सकते हैं। उदाहरण के लिए यदि चित्र 2,3 में 
बड़े वर्ग का क्षेत्रफल $, हो और अन्दर के छोटे वर्ग का क्षेत्रफल $, हो, तो वृत्त के क्षेत्रफल 
# के लिये हम वर्गों के औसत का मूल (000 7९७॥ 8६0४७) लगाते हैं, अर्थात 


2 - (8 ज 8, पं 





इससे कऋ4< (64 + 47) / 2 


यानी +% 0 
प्राप्त हो जाता है। यह स्थूल मान जैन ग्रन्थों में प्रचुरता से मिलता है। 


वक्र पृष्ठ और आयतन 


मिश्नीय (82५9॥५)) गणित की प्रसिद्ध पुस्तक आहमोस पैपिरस का उल्लेख हम कर 
चुके हैं। उस 'विषय की, परन्तु उससे भी पुरानी है एक दूसरी पैपिरस जिसे मास्को गणितीय 
पैपिरस (ई० पू० लगभग 830) कहते हैं। उसमें एक प्रश्न एक ऐसी टोकरी का वक़् 
पृष्ठ निकालने पर है जिसकी आकृति गेलार्थ थी या कपाल से मिलती-जुलती है। कुछ 
विद्वानों की राय में उस समय के मिस्रवासियों को गोलार्ध के वक्र पृष्ठ का सही सूत्र मालूम 
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धा जो इस प्रकार है| 

0--24: 

लेकिन इस मत को मानना बड़ा मुश्किल है। क्योंकि इतने अतीत काल में अर्धगोलीय 
पृष्ठ के शुद्ध सूत्र का ज्ञान अविश्वसनीय लगता है। लेकिन हो सकता है कि मिश्नवासियों 
ने सूत्र (9) की प्राप्ति औसत की किसी सरल विधि से की ढो॥ उस स्थिति में न आश्चर्य 
की जरूरत है और न अविश्वास की। एक प्राचीन गणित के इतिहास ने सूत्र (9) को 
प्राप्त करने की यह रीति सुझाई है। 


चित्र 24 में आधार (॥988) वृत का क्षेत्रफल %+? है और परिगत ((णछाध&80॥09९0) 


उसका वक़् पृष्ठ + ऊपरी सतह 
.. 207.7+7077-340॥* 

आधार वृत्त और टोपी की सतह का औसत लेने 
से, गोलार्ध के वक्र पृष्ठ और आधार वृत्त का 





2 /' 
॥70“ + 34:।' 
नकिद्र-+-27#व7 


चित्र 2.4 क्षेत्रफल «८ 

और यही शुद्ध मान है। 

इस प्रकार हो सकता हे कि लगभग 4000 वर्ष पूर्व मिस्नीय लोगों ने इसी रीति से 
सूत्र (9) प्राप्त किया हे। उसमें कोई उच्च गणितीय क्षमता का होना जरूरी नहीं है। 

रोचक बात ते यह है कि इसी तरह के अन्य सरल औसत से ठोस गोल्षार्थ के 
आयतन का भी शुद्ध सूत्र मित्र जाता है। मिस्र पिरामिडों का देश कहलाता है। वास्तव 
में पिरामिड उनकी संस्कृति के एक अभिन्‍न अंग थे। उन पर उनको ध्यान देना स्वाभाविक 
ही नहीं आवश्यक भी था। परिणाम यह हुआ कि आज से 5000 वर्ष पहले ही उन्हें वर्गाकार 
प्रामिडों के छिन्‍्नक (#0४पत) के आयतन का भी सही सूत्र ज्ञात था। ते फिर वर्गाकार 
सूची स्तम्भ और शंकु के आयतनों में कठिनाई की कोई बात ही नहीं। 

गेलार्ध के परिगत बेलन का आयतन »%” और अन्तर्गत शंकु का 
आयतन > हर कु 
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इनका औसत होगा 5“ 


जोकि गोलार्ध के आयतन का शुद्धमान है। देवयोग से फिर भाग्य ने साथ दे दिया 

मनोर॑जक बात ते यह है कि गोले के आयतन के लिये प्रचलित एक प्राचीन स्थूल 
सूत्र की प्राप्ति भी इसी तरह हो जाती है, यवि शंकु के शुद्धमान के स्थान पर इसके 
स्थूल मान का प्रयोग किया जाए। शंकु के आवतन के लिये एक बहुत ही स्थूल (या गलत) 
सूत्र था 


30५ रन हु ) 7“) । (20) 


ई, ॥2वीं सदी के मैमोनिडेस (१/४॥07/02$) ने उन लोगों का उल्लेख किया है जो 
सूत्र (20) पर विश्वास करते थे। भारत में आर्यभट प्रथम ने भी त्रिभुजाकार सूची स्तंभ 
के आयत्तन के लिए (]/2)%0 सूत्र दिया है, जबकि सही सूत्र (/3) /# है। यहाँ 
#&5 आधार का क्षेत्रफल। 

इसका लगाकर यदि अन्तर्गत शंकु और परिगत बेलन के आयतनों का औसत होगा, 


(प्र +8४) ( गा 


जो कि गेलार्थ के आयतन के लिए एक स्थूल्र सूत्र है। अब यदि % का भी स्थूल् मान 
.3 लिया जाए तो पूरे गोले के आयतन के लिए हमें 


५'- गर (2]) 

स्थूत्न सूत्र प्राप्त होता है। 
रोचक बात ते यह है कि चीन के ई. प्रथम शताब्दी के प्रसिद्ध ग्रन्थ च्यू चांग सुआन 
भू (गाए टाथाह $७७॥ शाए) में सूत्र (24) का प्रयोग हुआ है। भारत में भी इसका 
उल्लेख भास्कर प्रथम (सन्‌ 629) ने किया है। जैन गणित में तो यह बहुत लोकप्रिय था 
जैसा कि महावीर, नेमिचंद्र और ठक्‍्कुर फेरू के ग्रन्थों से पता चलता है। 

अब हम छिन्‍नकों और उनसे मिलतें-जुलते ठोसों के आयतनों की चर्चा करते हैं! पहले 
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एक ऐसे ठोस पर ध्यान दें जिरका आधार, &9(00) 
एक आयत (भुणाएँ 8,)) है और शिखर »'फ'0' 9' 
एक समानान्तर आयत (भुजाएँ ७, ७" है। साथ ही ऊपर 
नीचे की भुजाएँ क्रमशः एक दूसरे के समानान्‍्तर हैं, तथा 
जिसके चारों फलकों (8#88'»' इत्यादि) की आकृति 
समलम्ब चंतुर्भज होगी। माना कि ठोस की खड़ी ऊँचाई 
आर्थत्‌ृ आधार और शिखर के बीच की कम से कम 
दूरी ॥ है। आयतन के निम्नलिखित वो प्राचीन नियम 
औसत पर आधारित हैं| 





सचिंत्र 2,5 


5 [0 + ४४". (22) 
और ५) ८--(8+# 7) ,--(0+0”),॥ द (23) 


प्रसिद्ध भारतीय गणित इतिहासज्ञ विभूति भूषण दत्त (जो संन्यास के बाद स्वामी विद्यारण्य 
कहलाये) के अनुसार सूत्र 23 का उपयोग शुर्बसूत्रों में किया गया था। वर्गाकार छिनन्‍्नक 
के लिये दोनों ही सूत्र बेबिलोन में प्रयोग किए गए। 
शंकु के छिन्नक के लिये उपर्युक्त सूत्र निम्न रूप धारण करेंगे 


ए५|७(॥४/2) (॥ +४ ).॥ (24) 


५, » (#/4) (॥ +09)* ,॥ (25) 


सूत्र (24) से मिलते-जुलते नियम का उपयोग बेबिलोनियन गणित में और (25) का बाद 
के नश्नीय गणित में, ; का मान 3 लेकर। यूनानी गणितज्ञ हीरॉन ने भी सूत्र (25) का 
प्रयोग किया है। यदि पिरिमिड को हम एक ऐसा छिननक समझें जिसका शिखर एक बिंदु 
है। (अर्थात्‌ शिखर का क्षेत्रफल शून्य हो), तो पिरिमिड या शंकु के आयतन के लिए हमें 
(22) और (24) से सूत्र 
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आयतन (५०) 5२ (आधार का क्षेत्रफत) » ऊंचाई (26) 
प्राप्त है जाएगा जिसके विषय में हम ऊपर चर्चा कर चुके हैं । 

क्‍ यह याद रखना चाहिए कि अशुद्ध सूत्र (26) को 

: ऊंचाई के बीचों बीच का खंडतल लेकर प्राप्त नहीं 

&जक- रा किया जा सकता जैसा कि कुछ लोग समझते हैं! 

केवल आधार और शिखर तक सीमित न रहकर, 

0 हम ठोस के और भी अनेक अन्य खण्डतल लेकर 


“३ है औसत की विधि लगा सकते है। भारत में इस 
तरह का एक बहुत सुंदर व्यापक सिद्धांत 
महावीराचार्य (ई० सन्‌ 850 के लगभग) ने अपने 


गणितसार संग्रह में दिया है। मूलतः यह ब्रह्मगुप्त 
(ई. 628) के नियम पर आधारित था जिसमें केवल 
आधार और शिखर का ही विचार किया गया था। क्षेत्रफल की हम उसके अनुरेख आयामों 
- के फलन के रूप में 6(७, 9, ०,......) से निरूपित करते हैं। 

महावीराचार्य के अनुसार ' 


५ >0] | ((8] 0।, 0॥ नी )+ (87 ४2,0०2, ४०००७» )+,.५,५-: ] /प 


चित्र 2.6 


ए५,०॥४ (8:५४-- +227:-.-) (2 0]+7० 2+...:० न मर ) 
इनसे आयतन 
 ए+(०७ ५७ +5५५)/(०+७)....... द (27) 


जे। कि एक भारित माध्य (7९९४॥20 ४४७४४०४९९०) है (पहावीर के मान थे ७-,8-2) 
उदाहरण 

महावीर के दिए अनेक उदाहरणों में से एक कुएँ पर है जिसके ऊपरी, बीच और नीचे 
के वृत्तीय खंडों (६७०४०७४) के व्यास 60, 30 और 5 तंथा गहराई 6 है। 

यहाँ 
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शा थ्ट +- 0 पर +52 


हि द (सिर ) 2,(6 - 49007 


ए- (५, +2४,)/3- 6007/3 उत्तर। 
सही (सूक्ष्म) मान ऊपर और नीचे के दो भागें 
का अलग-अलग आयतन शंकु के छिन्‍नक की 
विधि से निकालकर जोड़ने से आयेगा, सूत्र है, 


0(0[ +, +0]0/)॥/2 


%6 ८,60300)+% 





8 


यहाँ ऊपरी भाग का आयतन _प7.. (607+ 30ः+ 602 30) 


- 42007 


तथा नीचे भाग के लिये आयतन « हा (30 + 5+ 303 5) 


८ [050 ; 

अतः सही आयतन 5250 % होगा। 

अब एक ध्यान देने योग्य बात बतलाते हैं । यदि केवल ऊपर (09) और 
आधार (४8४०) के दो काट या खण्ड (४८०००) लिए जाएँ, तो महावीर का सूत्र वहीं 
हो जाएगा जो 200 वर्ष पूर्व ब्रह्मगुप्त ने प्रतिपादित किया था। यदि वृत्ताकार या आयताकार 
पिरिमिडों के छिन्‍नकों (१०४9) के आयतन ब्रह्मगुप्त के सूत्र से निकाले जाएँ तो वे एकदम 
सही आते हैं। कुछ अन्य ठोसों के साथ भी ऐसा ही है। 

आयतन संबंधी नियमों के लिए औसत विधि के प्रयोग में प्राचीन चीन भी कम नहीं 
था। उदाहहरण के लिए खण्डित त्रिभुजाकार स्तंभ के लिए आयतन &£ 
(आधार) ४ (6॥, + ॥, + ॥, )/3 
स्पष्टतया औसत ऊँचाई लेकर लिखा गया है। किंतु यूरोपीय गणितज्ञ ए. एम. लीजेन्द् 
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होगा। 


अर्थात्‌ । में औसत वृद्धि 
अतः ४ को 9 लेने पर 





(28+]) 





8 ॥ 
(.,९8श0९) ने ई. सन्‌ 794 में इसे शुद्ध सिद्ध किया। 
रे एक दूसरे औसत पर आधारित चीनी सूत्र था, 
कै 2 (++5 0+0"%/ !+॥7 
जम ( 2. 2 )( ) ) ह 
॥ जिसे लगाकर उस ठोस का आयतन निकाला जाता था जिसके 
9 0 दूरी स्थित सिरे समलंब चतुर्भुन थे। एक ओर भुजाएँ और 
ऊचाई 9, 9 तेधा ॥ ते दूसरी ओर ४, ०'तथा ॥' थीं। 
ह “विविध 
यदि ]४ एक अवर्ग परिमेय संख्या हो ते। उसके वर्गमूल 
हे के त्तिए हम इस प्रकार लिख सकते हैं। (9.२ +७, 
चित्र 2.8 जहाँ 0<9 < 28+ | (28) 
चूंकि 87 + 05 (8+ -2)2 न व 
28 482 
इसलिए पी - (४2 +७०४+ या लगभग (29) 
जो कि प्राचीन काल में एक सामान्य सूत्र था। 
अब माना कि 
के (#+ 5 नः ज़ू 


यदि ४ शून्य है तो | का मान 9 और यदि 5, (29+ ]) है तो # का मान (४+]) 


| 


प्रति इकाई £ की दर से होगी । ' 
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5 हा 


जो प्राचीन में प्रचलित एक अन्य सरल सूत्र था। सूत्र (29) से वास्तविक मान से 
ज्यादा और (30) से वास्तविक मान से कम वर्गमूल आता है। अतः कभी-कभी दोनों का 
औसत लेने से एक अच्छा मान प्राप्त हो जाता है, अर्थात्‌ एक नया आसन्न सूत्र मिला 


(४7 +७ 5०+7 [2-+ कि ] ... (3॥) 


2५29 (29-+3) 





लगभग (30) 





सच पूछो ते यदि (व का कोई भी स्थूल मान ७ हो तो पर एक दूसरा स्थूल 
मान होगा। अतः औसत लेकर 


भी [१  । ) (32) 
2 94 हे 
जिसे हीरॉन का नियम कहते हैं। इसको बार-बार लगाने से तुरंत अच्छे परिणाम मिल 
पते है। 
उदाहरण के लिए ,2 निकालने के लिए इसका एक स्थूल मान > लिया। अतः (32) 
से और अच्छा मा होगा 
[»3 4 
6 
अब यदि ८5 हो ते (32) से ही 
77 24. 57 
(१2]7 ) उ68 


जे| कि शुल्ब सूत्रों वाला काफी अच्छा मान है । वर्गमूल के संबंध में एक और औसत - 
का प्रयोग देखिये। माना कि 


(६2+७ +0:८५58+ प्र (33) 


-... 
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इसमें 50 लेने पर संही से अधिक और ०«[ लेने पर सही से कम मान मिलता है। 
अतः (४ का औसत मान> लेते हैं जिससे एक नया सूत्र 





हम डक 2७ 
(४) +29598+ हक ४ (34) 


अरब लेखक अल-युक्तीदिसी (ई, 0 वीं सदी) ने इसे अपने अंकगणितीय ग्रन्थ में दिया 
है। 
गणित के इतिहास में अनन्त श्रेणी, 

5--]+]-]+]-]+]-]+,....., (35) 
के बारे में अनेक भनोरंजक बातें मिलती हैं। उसे दो प्रकार लिखकर के अलग-अलग मान 
प्राप्त किए गए। 

ह “(-+ (-7)क%(।/-]+त-॥)+ ««< 


-(0)+0+0+ 0+ 0 
और 
8 %+(-६+)+ (-| +) + (७ +)+ «.७०«७ 
-[]+0+(0+0+ ...,...... च्ः] 


अतः औजत"के 'आकर्षण से, $ का मान 2 समझा गया जिसे सीधे (35) से भी तीसरी 


तरह से लिखकर इस प्रकार निकाला जा सकता है। 
पा मे 2 6 2 6 6 ॥ मल 4 हा है जि 


-: [--* 
या28 ८। 
>9 ५ ८ |/2 


अन्त में एक मूल प्रश्न पर विचार करेंगे कि औसत निकालने में सामान्यतया समानान्तर 
माध्य (॥॥॥077०/० 7769॥) का ही प्रयोग क्यों किया जांता है, अन्य माध्यों का क्यों नहीं। 
सरलता के अतिरिक्त क्या इसका कोई सैद्धांतिक आधार है। जी हाँ, अवश्या इस सिद्धांत 
का' नाम है। 

न्यूनतम वर्गों की विधि” 

(/8(॥00 0 ,0898 8(0६28) 
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इसके अनुप्तार यदि किसी माप ॥के विभिन्‍न मान ॥),,॥॥,, 0, ........ ॥॥ प्रात किए 
गए हैं या कही से उपलब्ध है, तो ॥का वह मान ही सबसे बढ़िया होगा, जिससे 


8 5 (पा + (॥-॥,)+ ...........७. + []-ा) (36) 
का मान सकसे कम होगा। इस राशि को इस प्रकार भी लिखा जा सकता है ! 
है | +]0+' 2 (| +॥00+....)* 
२७॥ | | --7-+-- | (“+॥ (॥॥ +॥ +,..., तन नमन नमन 

॥| | ॥] ! ह | । । ॥| +॥) +...,) ह | 
जिससे छष्ट है कि इसका न्यूनतम मान तभी होगा गेब 
5 (| की, + ,,००० + व 9]... (37) 


अर्थात्‌ उपलक मानों का औपत! 


एक अन्य प्रकार से हम (36) को इस प्रकार निरूपित कर सकते हैं 
[([-॥॥- - 20॥+ 


हे (30) 
5॥[॥]- 20 + [. 
॥| ॥| 


जह| [5॥7 | | ॥3 + 4 4 ,....... +,, 


गा 


तथा ((<॥॥ हु कि के ५७७५७ ही 
अब (39) पे स्पष्ट है कि 8 का न्यूनतम मान ((॥-॥ है, जब ॥59॥॥, भर्थात 
वही जे (37) में है| 


अध्याय 3 





५ ५४ है । ह+. /20/95९ थी। | 
दै20॥ प्र ॥ 'या। 4 (५४ ॥ ५, ध) ! 
)4७॥.4 ॥ ९ .आ। उ 7 | 
| 


स्वामी विवेकानन्द ने कहा था कि “ईश्वर एक वृत्त (४7०७) है. जिसका केच ("७॥७) 
प्रयेक स्थान पर है और परिधि कही नहीं।” 

वृत्त या चक्र को ईश्वर का प्रतिनिधित्व करनेवाला संकेत मानने की प्रथा. अनेक प्राचीन 
सभ्यताओं में प्रचलित थी। इसका एक कारण यह भी था कि वृत्त का न आदि है और 
न अन्त और ईश्वर को भी अनादि तथा अनन्त माना गया है। कभी-कभी ईश्वर को के 
और चक्र को सृष्टि समझा जाता है, तथा यह कहा जाता है कि जि प्रकार चक्र के 
प्रयेक बिन्दु की दूरी केंद्र से बराबर है, उसी प्रंकार सृष्टि का प्रचेक जीव ईश्वर की 
दृष्टि में सगान है। ऊंच-नीच का भेद मनुष्य की अपनी खोज है। ईश्वर के परिपूर्ण हेने 
की बात भी वृत्तीय संकेत में निहित है| 

ब्रह्माण्ड को प्रकाश चक्र से निरूपित करने का चलन प्राचीन मित्न देश में था। भारत 
में प्राचीन वैदिक काल से आकाश (8४9) को सूचित करने वाले शब्द, जैसे खम्‌, व्योम, 
इत्यादि वाद में शृन्य (४2४0) के लिये प्रयुक्त हुए जिसे एक छोटे से वृत्त से निरूपित किया 
जाता है| 

देखने में अधिकतर आकाशीय पिण्ड वृ्त में धूमते हुए नज़र आते हैं। प्राचीन ज्योतिष 
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में भी सूर्य, चद्र और ग्रहों की प्रत्यक्ष कक्षाएँ वृत्ताकार ली गई हैं। अतः खगेल शास्त्रीय 
अध्ययन में आकाशीय पिण्डों की स्थितियों को हवाला या निर्देश वृत्त पर दर्शाना जरूरी 
था। इस प्रकार वृत्त में तीन बिन्दुओं से ब्रिभुन और चार बिन्दुओं से बने चक्रीय (०५०४८) 
चतुर्भन के अध्ययन को ज्योतिष से प्रेरणा मिली। 

वैसे वृत्त के बिना या उससे कोई मतज़्ब न रखे हुए भी तीन भुजाओं से घने त्रिभुज, 
चार से चतुर्भुज इत्यादि बहुभुजीय क्षेत्रों का अध्ययन भारत में अति प्राचीन समय से होता 
आ रहा है। इनमें त्रिभुण तो हमेशा चक्रीय होता है! यानी हम हमेशा. एक ऐसा वृत्त खीच 
सकते हैं जो किसी भी दिए हुए त्रिभुज के तीनों शीर्षो से होकर जाएगा। लेकिन 
अधिक भुजाओं वाले बहुभुजों (00920) के साथ ऐसा हमेशा संभव नहीं है। चतुर्भुजों 
में वर्ग, आयत तथा द्विसम समलम्ब चतुर्भून (8080085 (४62।ए7) तो हमेशा चक्रीय 
' हेते हैं। अन्य तरह के चतुर्भुज विशेष परिस्थितियों में ही चक्रीय होते हैं। प्राचीन भारतीय 
ज्याभिति में व्यापक समचतुर्भुन (॥0॥0785) और समानान्तर चतुर्भुन ((भाभा००४९थ॥)) 
पर विशेष ध्यान नहीं दिया गया क्योंकि इनका उपयोग कम होता था। उभयत्तः प्रउग॑चिति 
का आकार अवश्य समचतुर्भुजः था, परन्तु उसे दो ब्रिभुजों (प्रडण) से बनाया गया था। 


चक्रीय चतुर्भुल का क्षेत्रफल 


किसी भी चक्रीय चतुर्भुन के लिए ब्रहमगुप्त अपने ब्राहमस्फुट सिद्धांत (हा, 2। 
उत्तरार्ध) में क्षेत्रफल सम्बन्धी नियम इस प्रकार देते हैं- 

भुजयोगार्ध चतुष्टय-भुजोन घातात्‌ पव॑ सुक्ष्मम्‌ ।। 

अर्थात 

“भुजाओं के योग के आधे को चार जगह रखकर उनमें से क्रमशः भुजाओं को घटाओ । 
बची हुईं चार राशियों के गुणनफल का वंर्गमूल चतुर्भुग का सूक्ष्म क्षेत्रफल होगा।” 

अर्थात्‌ द 


क्षेत्रफत्त 55 ॥(७- ४)(७-७)७ -०)(६६-०) 8)(8-9)(४ -०)(४-०) () 
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जहां . भुजयोगार्ध (8शग एशांगररांथ) 


विन .82:82: 


(2) 

सूत्र () चक्रीय चतुर्भुजों के लिए बिल्कुल शुद्ध है। ब्राहमस्फुट सिद्धांत का लेखन काल 
ई. सन्‌ 628 है, और इसके पूर्व सूत्र (!) किसी अन्य ग्रन्थ में नहीं मि्रता। इस प्रकार 
भारत के ब्रहमगुप्त विश्व के प्रथम गणितन्न हैं, जिन्होंने इस सूत्र का प्रतिपादन किया। 
प्रसिद्ध गणित इतिहासन्न कार्ल बी. बॉयर (('४॥ 8092) के अनुसार सूत्र () “शायद ब्रहमगुप्त 
. के कृतित्व में सबसे सुंदर नियम है।” 

भाषा प्रेमी उनकी संक्षितत शैली पर भी ध्यान दें। 

उदाहरण : उस चक्रीय चतुर्भज का क्षेत्रफल मिकालो जिसकी भुजायें 25,39, 60 और 
52 हैं । | 


' यहां 8४० 5+59+60+52 हि 2 
2 । 2 
क्षेत्रफल न (88-25) (88 - 39) (88 - 60) (88-52) 
जल (6320490283036 63249) 28236 


| ]704 . 


आचार्य ब्रहमगुप्त को सूत्र (!) के लिए श्रेय अवश्य दिया जाता है, लेकिन साथ में 
विद्वानों की एक शिकायत भी है! वह यह कि ब्रहमगुप्त ने स्पष्ट रूप से यह नहीं लिख 
कि सूत्र (!) केचल चक्रीय चतुर्भुण के लिये सूक्ष्म है, अन्य के लिए नहीं। इसका 
समाधान यही है कि स्थिति “सूक्ष्म” शद्ध में निहित है। अन्यथा केवल चार भेजाएं देने 
से चतुर्भज निर्धारित नहीं होता और उसका क्षेत्रफल शून्य से लेकर एक सीमा तक कुछ 
भी हो सकता है। अतः ऐसी स्थिति में सूक्ष्म क्षेत्रफल का ते क्या, किसी स्थूल्न मान के 
भी प्रश्न गम्भीरता से नहीं उठता 


बहमगुप्त के बाद सूत्र (!) को श्रीधर ने अपनी ब्रिशतिका में, महावीर ने अपने 
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गणित सार संग्रह में और श्रीपति ने सिद्धांत शेखर में दिया है। महावीर ने यह स्पष्ट 
किया है कि व्यापक चतुर्भुग के लिये सूत्र () सूक्ष्म नहीं हैं। यूरोप में सूत्र () प्रधम 
बार डब्त्यू सनेल (४७. झाथा) ने सन्‌ 69 में अपने द्वारा सम्पादित लुडोल्फ वान क्यूलेन 
(.60]॥6 एथा 0शशटा) के एक ग्रन्थ की टीका में दिया। भारत में वह सूत्र 000 
वर्ष पहले ज्ञात था। व्यापक चतुर्भुन के क्षेत्रफल के लिए कोई भी सूत्र केवल चार भुजाओं 
पर आधारित नहीं हो सकता उसमें कम से कम एक अन्य प्राचल (?श्लाक्मा४6) होना 
चाहिए। जैसे एक बढ़िया सूत्र है- 


0 (0 6 0050) (न) < तह 8 (४-8) (६-09 )(8-८०)(४-0)- 8000 ८०७४२ 8 (3) 


जहां 6 चतुर्भुन के दो सन्मुख कोणों का अर्धयोग है। इस सूत्र से स्पष्ट है कि दी 
हुई भुजाओं से बना चतुर्भुज का क्षेत्रफल अधिकतम (80४8४) तब होगा जब ७ का मान 
90? हो (यानी ८०७३9-0)। इस दशा में चतुर्भन चक्रीय हो जायेगा। हम जानते हैं. कि 
चक्रीय चतुर्भुम में दो सन्मुख कोणों का योग 80" होता है अर्थात्‌ 9590" 

तब यह सूत्र ब्रह्मगुप्त के सूत्र (!) के समान हो जगिगा। 

अतः दी हुई चार भुजाओं से सबसे बड़े क्षेत्रटल का चतुर्भुन वही होगा जो चक्रीय 
है। याद रखें कि दी हुई चार भुजायें ऐसी होनी चाहिए कि प्रत्येक भुजा अन्य तीन भुजाओं 
के योग से कम हो अन्यथा चतुभुज बनाना संभव नहीं होगा। 

अब बताओ कि निश्चित घेरे वाले समचतुर्भजण (॥0॥008) खेतों में वर्गाकार (8509४) 
खेत को चुनना क्या लाभप्रद होगा। क्‍ 

ब्रहमगुप्त ने अपने सूत्र को कैसे प्राप्त किया था, यह कुछ भी ज्ञात नहीं है। प्राचीन 
काल में बहुत सी बातें आचार्य शिष्यों को अलग से समझा देते थे। 


चक्रीय चतुर्मुज के कर्ण 


ब्रहमगुण्त की ज्यामिति के भैत्र में एक और महान्‌ उपलब्धि थी उनका चक्रीय चतुर्भुज 
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के कर्णों का मान निकाल लेना। इसके लिये ब्राहमस्फूट सिद्धांत का श्लोक (४.28) 
इस प्रकार है- 

“कर्णाश्रित भुजधाततैक्यमुभयधान्यीन्यभाजित॑ गुणयेत॒ । 

योगेन भुजप्रतिभुजवधयोः कर्णों पदे विषमे ।। 
अर्थात्‌ ' 

दोनों कर्णों के किनारों पर मिलने वाली भुजाओं को अलग-अलग गुणनफल के योगों 
को एक दूसरे से विभाजित करो, और आमने सामने की भुजाओं के योग में (प्रत्येक भागफल 
को) गुणा करो। गुणनफंलों के वर्गपूल विषम (चक्रीय) चतुर्भुज के दो कर्ण हेते हैं । 
द दिखें चित्र 3.) | कर्ण &0 के # कोने पर 
भुजाएं #38(८४) और /४॥0(-0) तथा ( कोने पर 
80(-७) तथा (४0(-०) आश्रय ले रही हैं या मित्र 
रही हैं। कर 

इनके गुणनफल का योग हुआ (४0+0०) जिसको 
“प्रातैक्य” की संज्ञा दी गई है। इसी प्रकार 8 
कर्ण पर आश्रय लेने वाली भुजाओं के गुणनफल 
का योग हुआ (80+०॥)। आमने-सामने की भुजाओं 
का “घातैक्य” होगा (७०+00)। ब्रहमगुप्त के नियम 
के अनुसार 





चित्र 3. 


(8० +00 
8 0+५00 





कर्ण 7२ ही... ४%(४ ०८+ 00) (4) 


तथा 


(कसा +॑20 
छा)2-, “(98 0९+ 70) $ 
कर्ण । लत (5) 


यह दोनों सूत्र भी पूर्णतया या एकदम ठीक हैं, और गणितीय दृष्टि से सुन्द। उससे भी 
सुंदर है ब्रहमगुप्त की संक्षिप्त शैली। बिना किसी गणितीय संकेतों (५॥00/9) के प्रयोग 
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के इतने जटिल सूत्रों को उन्होंने इतने कम शब्दों में वर्णन कर दिया। केवल तीन “घातैक्यों” 
की मदद से उनको याद रखा जा सकता है। 

एक आधुनिक गणित के इतिहासन्न हावार्ड ईव्स (ल0ए्क्षत7ए७४) के शब्दों में सूत्र 
(4) और (5) “भारतीय ज्यामिति 'के सबसे विलक्षण और उत्तमता में अनुपम” हैं। 
(09 [शाश्रा7त्ी)6€ 200 50979 ॥ €5९९४ए०॥०९) ) 

वास्तव में बात है भी ऐसी, क्योंकि यह उपलब्धि आज से लगभग 4 शताब्दी पूर्व 
की है। यूरोप में ते| सूत्र (5) का प्रथम उल्लेख डब्ल्यू स्नेल (५७. 87 ने ईसवी सन्‌ 
69 के आस पास-किया है, अर्थत्‌ लगभग एक हजार वर्ष बाद। अभी हाल (सन्‌ 988) 
में कुछ ऐसे प्रमाण मिले है जिनसे लगता है कि स्नेल से लगभग 50 वर्ष पूर्व रेजिओमोन्टेनस 
(१6४॥०॥०॥७॥४४५) इत्यादि को सूत्र (), (4) और (5) ज्ञात थे। 

इतना सब होने पर भी ब्रह्मगुप्त की इस श्रैष्ठ ख्याति में लोग थोड़ा सा दोष देखते 
हैं, जैसे चन्द्रमा में छोटा सा काला धब्बा। यहां भी कुछ विद्वान वही शिकायत करते हैं 
कि ब्रहमगुप्त ने यह स्पष्ट नहीं किया है कि उनके सूत्र (4) और (5) केवल चक्रीय चतुर्भुज 
के लिए हैं। लेकिन ब्रह्ममगुप्त ने जो संक्षिप्त शैली अपनाई है, उसमें वे इन सब स्पष्टीकरणों 
को कैसे महत्व देते, जैसे तार से संदेश भेजने में केवल मुख्य बातें ही लिखना पर्याप्त 
समझा जाता है, और फिर समझदार के लिये इशारा काफी होता है। ब्रहमगुप्त ने जो 
(विषम” (एाध्युप) शब्द का यहाँ प्रयोग किया उसका अर्थ व्यापक विषम (8002५] ४०श९॥९) 
चतुर्भुन नहीं, बल्कि चंक्रीय विषम चतुर्भुज है, जिसमें दोनों कर्ण (या लम्ब) (8800025) 
असमान (शाल्पुणभ) या भिन्‍न (तिल) हों । वर्ग, आयत तथा द्विसम समलम्ब चतुर्भुज 
(६08८2०5 ४००७४) के दोनों कर्ण (या लम्ब) समान होते है, और उन्हें अन्य 
विधियों से सरलतापूर्वक प्राप्त किया जा सकता है। इसलिये टीकाकार पृथधूदक (9वीं शताब्दी) 
के अनुसार, इन अविषम (॥0॥ - 04०४) चक्रीय चतुर्भुजों को ब्रहमगुप्त ने सूत्र (4) तथा 
(5) देने वाले नियम से अलग रखा है, हालांकि इसकी कोई आवश्यकता नहीं थी। (विषम 
चतुर्भुग के बारे में नीचे भी देखें) 

दुर्भाग्य से बाद के कुछ, भारतीय गणितल्ञों को भी इस विषय में भ्रम और शिकायत 
बनी रही। उदाहरण के लिये भास्कर द्वितीय ने ब्नहमगुप्त के मूल संस्कृत श्लोक को अपनी 
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लीलावती में उद्धृत करते समय यह टिप्पणी की है- | 


“चार भुजाओं से चतुर्भुग के कर्ण निर्धारित नहीं होते, फिर भी उनको निर्धारित या 
नियत मानकर ब्रहमगुप्त आदि ने उनको प्राप्त किया है।” 


परिगत वृत्त की त्रिज्या 


चक्रीय विषम चतुर्भुज के परिगत वृत्त की त्रिज्या निकालने के लिए ब्रहमगुप्त का नियम 
इस प्रकार है - ह 
“हृदयं विषमस्य भुजण प्रतिभुज कृतियोग यलाधधृ” 
(ब्राहमस्फूट सि. अप, 26) 
अर्थत्‌ 
“विषम चतुर्भुज की किसी भुजा और सामने की भुजा के वर्गों के योग का भूल जेकर 
आधा करने से हृदय रेखा यानी परिगृत वृत्त की त्रिज्या प्राप्त होती है।” 
अर्थातू 
छ०7[४2+० ४2 +८* लय 02% ७7 +0* (6) 
| इससे लगता है कि ब्रहमगुप्त को व्यापक चक्रीय 
चतुर्भुज के परिगत तृत्त्त की त्रिज्या निकालने का ज्ञान 
नहीं था। क्योंकि सूत्र (6) केवल उन्हीं विषम चक्रीय 
चतुर्भुजों प्र लागू होता है जिनके कर्ण एक दूसरे 
पर लम्ब हेति हैं (चित्र 3.2)। अविषम के लिए 
८ श्लोक के पूर्वार्ध में सरल नियम दे दिया गया है। 
लेकिन यहाँ भी समस्या वही है, क्योंकि ब्रहमगुप्त 
ने स्वयं यह सब स्थितियां स्पष्ट नहीं की हैं और 
यदि “विषम” चतुर्भुज का ब्रहमगुप्त के लिए सदैव 
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वही अर्थ था जो यहाँ वर्णित नियम के लिए, लो फिर उनके द्वारा दिए गए सूत्र (5) 
का उन्हें कुछ कम श्रेय मिलेगा। खैर कुछ भी हो, उन चक्रीय चतुर्भुजों का महत्व भी कम 
नहीं है जिनके कर्ण एक दूसरे पर लम्ब हेति हैं। इन्हें गणित के इतिहासन्न “ब्रहमगुप्त 
चतुर्भु” कहते हैं, क्योंकि इन्होंने उनके प्राप्त करने का उपाय बताया | बाद में इन पर 
काफी शोध कार्य हुआ। व्यापक चक्रीय चतुर्भुज के बृत्त की त्रिज्या के लिए सही सूत्र परमेश्वर 
ने अपनी उस टीका में दिया है जो उन्हेंने ईसवी सन्‌ 432 में प्रसिद्ध ग्रन्थ लीलावती 
पर लिखी धी। दो श्लोकों में वर्णित उनका नियम इस प्रकार है- 

वोष्णां उयो्वोर्धातयुतीनां तिसणों' बे! 

एकैकोनेत रत््यैक्यचतुष्केण॑ विभाजिते।। 

लब्धमूलेन यदूवृर्त विष्कमभार्थेन निर्मितम्‌ । 

सव॑ चतुर्भुज॑ क्षेत्र तस्मिन्नेवावतिष्ठते।। 

अर्थात्‌ 

"चार में से दो-दो भुजाओं की घातों के तीन योगों को आपस में गुणा करो और 
फिर भुजाओं में से तीन को जोड़कर तथा चौथी की घटाकर बनाएं गये चतुष्टय से भाग 
दे। लब्धि के वर्गमूल के बराबर त्रिज्या लेकर जो वृत्ता खींचा जाएगा, सारा चतुर्भन उसके 
अन्तर्गत रहेगा। 

यहां 9, ७, ०. ( में से एक समय दो घातें के तीन योग होंगे- 

(४70+00), (82+00), (80+00); 

और ४, ७, ०0 में से तीन की जोड़कर तंथा चौथे को घटाकर बने चार प्रकार होंगि। 

(४+)+९-०0), (0+०+७-७), (5+0+४- ४०७), (0+8+)-८) 

परमेश्वर के नियम के अनुसार“ 


(- का नल िदापफ पा द हि 
(६+॥+०-0)(७०+०+०-/॥)(०+१+8- ७)(0+ 8 +-9- ०) (/) 

हि न 
4 | (४-8)(४-0)(४- ०)(४-०) (8) 
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न (8+ 0+(0९+ 0) 
॥ को नटेकिप तमाम | 

यह सूत्र बहुत ही विलक्षण है और प्राचीन गणित जगत के श्रेष्ठतम सूत्रों में अनुपम। 
चक्रीय चतुर्भुज के इतिहास में इस सूत्र का महत्व' वही है जो ब्रहमगुप्त द्वारा प्रतिपादित 
क्षेत्रल्त और कर्ण संबंधी सूत्रों का उसकी गणितीय सुन्दरता सराहनीय है और उसका 
वर्णन करने वाली भाषा शैली भी कम सराहनीय नहीं है। ्््ि 

एक विशेष ध्यान देने योग्य बात यह है कि सूत्र (7) के प्राप्त करने की भारतीय 
विधि भी उस समय के आसपास लिखे ग्रन्थों में उपलब्ध है, और हम उतने अंधकार 
में नहीं हैं जितने ब्रहमगुप्त के सूत्रों के बारे में। वास्तव में क्रियाक्रमकरी त्ताम से प्रसिद्ध 
लीलावती की एक अन्य टीका (6वीं शत्ताब्दी) में परमेश्वर के सूत्र को उद्धृत किया गया 
और फिर उसको सिद्ध भी किया गया। यह उपपत्ति जितनी सरल है उतनी ही वैज्ञानिक 
और विचित्र (नीचे देखें) 

आगे बढ़ने से पहले एक तथ्य को देना जरूरी है। वृह यह कि जी सूत्र (7) भारत 
में 5वी शताब्दी के प्रारम्भ में ही प्राप्त कर लिया गया, उसको यूरोप में 7782 ई. में 
एस. ए. जे, लु-यूलियर 6, प्र॒ध्ना|ंश) ने फिर से खोज करके प्रकाशित किया। काश! विश्व 
और भारत की राजनैतिक और अन्य परिस्थितियां ऐसी होती कि यूरोप को कूपमंडूकता 
से बाहर निकालतीं। तब गणित की प्रगति की गति और अधिक रही होती। 


तृतीय कर्ण की खोज़ 


अब हम गणित के क्षेत्र में की गई भारतीय गणित्तज्ों की एक ऐसी खोज (0॥8009७09) 
का वर्णन करते हैं जो अनुपम ते है ही साथ में अति सौंदर्यपूर्ण भी है। वह है चक्रीय 
चतुर्भुन के तीसरे कर्ण (0 082079) की, जिसका नाम सुनते ही लोग चौक उठेंगे। 
क्योंकि दो कर्ण की बात तो स्पष्टतया प्रत्यक्ष होने के कारण सब जानते है, लेकिन यह 
तीसरा कर्ण चतुर्भुग में कहां होगा। लेकिन पाठकों, यह भारत है जहाँ त्रिशरा (तीन सिर 
वाली राक्षसी), त्रिजटा (तीन चोटी' वाली एक राक्षसी), त्रिनयन (शंकर जी के) इत्यादि कोई 
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विचित्र संज्नाएं नहीं हैं, ते त्रिकर्ण (तीन कान की बात कोई अस्वाभाविक नहीं लगती। 
कुछ लोग चतुर्भुज के तृतीय कर्ण को एक गणितीय आविष्कार मान सकते हैं, लेकिन उसका 
विवेचन इतना स्वाभाविक है कि उसे मात्र एक खोज कहना ज्यादा उचित है। 
चतुर्भन के तीसरे कर्ण की खोज किसने, कब और किस स्थान पर की, इन प्रश्नों 
का उत्तर देना कटिन है। परन्तु उसके लिये आवश्यक पृष्ठभूमि तैयार करने वाली परम्पराएं 
काफी प्राचीन हैं। वैदिक काल से ही भारत में विभिन्‍न आकृतियों की वेदियों (॥॥889) और 
अग्नियों (87० - ॥7००७) के क्षेत्रफत्ों की समानता रखने की धार्मिक आवश्यकता थी। साथ 
ही एक आकृति में बदलने की जरूरत पड़ती थी।' वृत्त को वर्ग में बदलना (४५॥४४७॥९ 
(06 ७४0७) और वर्ग को वृत्त में बदलना ((४०भा? ॥ ४६४०७) जैसे गणित के प्रसिद्ध 
प्रश्न इन्हीं आवश्यकताओं से प्रेरणा पाये और लगभग 5000 वर्ष तक गणित्तीय जगत में 
छाये रहे। आकृति परिवर्तन में क्षेत्रफल के स्थान 
पर कभी कभी उसके घेरे का मान अपरिवर्तित रखा 
जाता था। इस प्रकार ज्यामितीय आकृतियों में ऐसे 
मि परिवर्तनों का अध्ययन करना एक विषय बन गया 
जिसमें रूपान्तर से आकृति में क्षेत्रफल और परिसीमा 
(9थग|॥लश) वही रहें। 
चक्रीय चतुर्भन (जिन पर भारतीय गणित में 
ज्यादा ध्यान दिया गया) में किये क्षेत्रफल और 
परिसीमा परिरक्षित (काठ 400 9श९7770श' एा8- 
$%श£) ख्पान्तरों (7700704/00॥9) के फल्लस्वरूप 
चित्र 3.3 ही तृतीय कर्ण की प्राप्ति हुई। 
इसकी. अच्छी प्रकार से समझने के लिए 
चित्र 3.3 पर ध्यान दीजिए जिसमें 8070 कोई दिया हुआ चक्रीय चतुर्भुन है जहां &8-4, 
805७, (0-० तथा 00-0 है । &(0 और 87 उसके दो कर्ण हैं। अब चाप (0) पर 0' 
ऐसा बिंन्दु लें जहां जीवा (0580-06 और &700'< (४0८८० 





चक्रीय॑ चतुर्भुत के तृतीय कर्ण की खोज 53 


स्पष्ट है कि त्रिभुज 802 का क्षेत्रफल वही है जो त्रिभुन ७90? का है। इस प्रकार &80.0' 
एक नया (रूपान्तरित) चतुर्भुन मिल्रा जिसका क्षेत्रफल और परिसीमा दोनों ही वही हैं जो 
चतुर्भुण 4807 के | परन्तु साथ ही एक. नया कर्ण 80' उभरकर सामने आ गया जिसे 
चतुर्भभण 88८ का तीसरा कर्ण कहते हैं| 

इसको जानकर एक प्रश्न स्वाभाविक ही उठेगा। वह यह कि इसी तरह के अन्य रूपान्तर 
करके हम अन्य बहुत से कर्णों का पता लगा सकते हैं। वास्तव में प्रयत्न किये भी गये। 

उदाहरण के लिए चाप 80 पर एक बिंदु 8' ऐसा लिया जहाँ 3508-४७ तथा 0४' 
- 3-4 हैं| 

इस प्रकार 88 '(0' एक अन्य खपान्तरित चतुर्भुग मिल्ा। परन्तु नए कर्ण 800' 
का मान वही है जो छा का | वास्तव में चतुर्भुन &8'८70' भी मूल चतुर्भुण का ही 
एक पलटा या घूमा हुआ रूप है। अन्यथा दोनों की आकृतियों में काई अन्तर नहीं है। 

अतः एक और नये (चौथे) कर्ण की आश्ञा पर पानी फिर गया। इसी प्रकार रदृदेबदल 
करके आप »83(9 के अन्य रूप प्राप्त कर सकते हैं। लेकिन तीन के अतिरिक्त कोई 
नये मान या माप का चौथा कर्ण नहीं मिलेगा। वास्तव में यह सिद्ध किया जा सकता 
है कि चक्रीय च॒तुर्भुन के तीन से ज्यादा कर्ण संभव नहीं है। सच पूछो ते इस निर्णय 
की जो उपपत्ति भारतीयों ने उस समय दी वह भी सरल के साथ सुंदर है (आगे का 
विवरण देखें)। 


तृतीय कर्ण सम्बन्धी गणित 


' यह बात भास्कर द्वितीय (2वीं शताब्दी] की भी ज्ञात थी कि यदि किसी चतुर्भुज 
की दे पार्श्व भुजाओं की अदला-बदली की जाए, तो उसके दूसरे कर्ण का मान बदल जाता 
है (अर्थात्‌ एक नया या तीसरा कर्ण मिल जाता है)। उन्होंने लीलावती में 25, 39, 60 
और 52 भुजाओं और 56 तथा 63 कर्ण वाले चतुर्भुन में दो छोटी(या दो बड़ी) भुजाओं 
की अदला-बदली करके एक नया कर्ण 65 निकाला है। उनके टीकाकार गणेश दैवज्ञ नें 
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40, 5, 75 और 68 भुजाओं वाले चतुर्भन की लेकर 77, 84 व 85 मान वाले (तीनों) कर्ण 
निकाले हैं। 
नारायण पंडित ने अपनी गणित कौमृुदी (ई. 356 ) में इस विषय पर कुछ 
अच्छे सूत्र दिये हैं। उसके क्षेत्र व्यवहार का 52वां सूत्र इस प्रकार है - 
द्विगुणव्यासविभक्ते त्रिकर्णघातिउथवा गणितम्‌ । 
अर्थात्‌ 
“तीन कर्णों के गुणनफल को व्यास के दुगुने द्वारा भाग देने से क्ेत्रफल आ जाता है।” 
यानी 
8 + हए//वार (9) 
जहाँ ५, 9, ०, चतुर्भ्‌ग के तीन कर्ण हैं और 2₹ उसके परिगतत वृत्त का व्यास। आगे 
चलकर उन्होंने (9) का दूसरा रूप भी दिया है- 
२ ८ ह५7/ 4$ ((9) 
यह सिख किया जा सकता है कि 8 तथा »,9,2 के मान रखने पर सूत्र (0) ठीक 
सूत्र (7) का रूप ले लेता है। 
6वी शताब्दी में लीलावती पर दक्षिण भारत में लिखी गई बुहतू टीका क्रियाक्रमकरी 
में कर्णों का विवेचन बहुत सूक्ष्म और गढ़ है। सबसे पहले तो यह सिद्ध किया गया कि 
चक्रीय चतुर्भुज में तीन से ज्यादा कर्ण नहीं हो सकते, भुजाओं की चाहे कितनी ही अदला-बदली 
करें। प्रस्तुत तर्क इस प्रकार है- 
मान लो चार भुजाओं से वृत्त के केन्र पर 
बने कोणों का मान ०, 3, ५, 5 है। इनको हम भुजाओं 
द्वारा काटे वृत्तीय चापों के भी कीणीय मान कह 
सकते है (जैसा कि प्राचीन भारत में किया जाता 
था) कोई भी कर्ण प्राप्त करने के लिए दो चापों 
की आवश्यकता होगी, जैसे कर्ण ७&(: चाप &8(-८०) 
तथा चाप 8८-७9) के सहयोग से बना है [चित्र 
3.4 देखें) 





चक्रीय चंतुर्भूज के तृतीय कर्ण की खोज 55 


चूँकि उपलब्ध चाप चार हैं, अतः सम्भव कर्णों की संख्या होगी 
4%3 

2 मक 

लेकिन हम जानते हैं कि ७+ 8+५+ 85 360" 

अतः चाप (०+३) से जो कर्ण बनेगा, वही चोप (॥+8) से बनेगा जैसा कि चित्र 
3,4 से स्पष्ट है, जहां चाप (०+७) से जो 40 कर्ण बन रहा है, वही चाप (४+8) से 
भी। अतः वास्तव में 6 के स्थान पर केवल 3 ही स्वतंत्र कर्ण बनेंगे। 

चित्र 3.3 में जो तीन कर्ण प्रदर्शित किए गए हैं, उनमें- 

कर्ण &(! (-»), चाप (७+७) से; 

कर्ण 87 (८9), चाप (8+%) से; 

तथा कर्ण 8' (2), चाप (*+०) से बना है। 

इसके बाद क्रियाक्रमकरी में एक त्रिकोणमित्तीय विस्तृत उपरपक्ति से निम्नलिखित सूत्र 
प्राप्त किये गये हैं- 


80 + 00 ८ प० (]) 
00+ 04 ८ 25% (2) 
08 + 00 ८ 5५ (3) 


यूनानी ज्योतिषी टॉलमी (000/॥9) को इनमें से केवल एक सूत्र मालूम था, क्योंकि 
उसे चक्रीय चतुर्भुन के दो कर्ण ही ज्ञात थे। भारतीय गणिततज्ञों का यह व्यापकीकरण इतना 
सुंदर है कि उसकी जितनी सराहना की जाए कम है। उनकी विलक्षण सममिति (8७शाशञा०/५) 
ते देखिए- 

एक गणितीय सुंदरता तो सूत्र (), (2) तथा (3) को अपूर्त शुद्धशणित दृष्टि से 
देखा जा सकता है। कोई भी चार संख्याओं 8, ७, ०, ० (जहाँ किन्हीं तीन का जोड़ चीथी 
से ज्यादा हो) से दो-दो लेकर घातों के जोड़े (9४78) बनाये जायें तो ऊपर के संबंधों को 
छोड़कर अन्य कोई सम्भावना नहीं है। 


(]), ((2) तथा (3) में से कोई दो का आपस में गुणा करके तीसरे से भाग देकर 
हम 52, 9? तथा 22 का मान निकाल सकते हैं। फिर वर्गमूल लेने पर तीन कर्णो के मान 
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अलग-अलग प्राप्त हो जायेंगे 
&0-0 और 87% के लिये ब्रह्मगुत के सूत्र (4) और (5) इस तरह प्राप्त हो जाते 
हैं। तैकिन ब्रहमगुत्त ने स्वयं 900 वर्ष पूर्व अपन सूत्र इसी तरह प्राप्त किये होंगे, यह 
निश्चयपूर्वक नहीं कहां जा सकता ब्रहममगुत्त को ब्रिभुज के लिये निम्नलिखित सूत्र भी ज्ञात 
था| बज के तक 
ब्रिभुण की हृदयरज्जु (४॥00॥80॥8) ८ गएओ ताप यदि इस सूत्र 
की चित्र 3. में त्रिभु 8)0' पर लगाया जाए ते 
९ 5 ५४/ 287 ([4) 
लेकिन चतुर्भण 88८. का क्षेत्रफल 
९ >व्रिभुग ॥((8 + त्रिभुज 80) 
5 (0 ४ 38 /2)+ (8 ४ (४ /2) 
-/0 ४५ (87 + ह6) /2 
८ कर /2 
+ ४५2 / 4, सूत्र (4) से। 
अर्थात 
(१ 5 ४५८/48 [3200 
: यदि ब्रह्मगुतत के सूत्र (!) से $ का मान, तथा (][), (2), (3) से ५,५,० के मानों 
को मूत्र (5) में रख दें तो हमें चक्रीय चतुर्भुन की हृदयरण्जु ॥१ के लिये परमेश्वर का 
सूत्र (7) प्राप्त हे जाएंगा। 





क्षिण भारत की गणिती/ 220) 





मुविधा के लिए ऐतिहासिक अध्ययन के अनेक कारों (0४008) में विभाजित क्रिया जाता है। 
लेकिन यह विभाजन विशेष सभ्यता और विषय के इतिहास के लिए वही नहीं है जो विश्व 
इतिहास के लिए। स्थूल्न विभागन में सामान्यतया प्राचीन, मध्य और आधुनिक ये तीन 
कालावधियों पर्याप्त होती है| विश्व के इतिहास का मध्य युग ई. पँचवी शताबी से प्रारम्भ 
ह्ैता है जब सन्‌ 476 में रोष सम्राट का एक गोध (000) द्वारा विस्थापित होने के साथ 
प्रहानू रोमन साम्राज्य का पारम्परिक पतन है| गय॥ विश्व के गणित और विज्ञान के इतिहास 
के अध्ययन के लिए भी मध्य युग 5 से 5वीं शरतताब्बी तक माना जाता है| 

लेकिन भारत की स्थिति दूसरी थी। अनेक प्राचीन देश जैसे मिस्र, मेसेपोटमिया, फ़ारस, यूनान 
इयादि और भारत में एक विशेष अन्तर यह है कि इसका इतिहास अविच्छिलता ते चलता रहा। 

प्राचीन मिम्न, सुमेर, बेबीलोन, असीरिया, यूनान और रोम की सभ्यताओं और संस्कृतियों 
का अस्तित्व कभी का समाप्त हो चुका है, परन्तु भारतीय सभ्यता और संस्कृति की 
धारा बराबर प्रवाह होती रही है। इकबाल के शब्दों में- 

यनान मिन्न ऐमां पद मिट गये जहां ते 

बाकी रह्म है भब पक नामोनिशां हमारा/। 
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चित्र 4. दक्षिण भारतीय दृश्य 


निरन्तर क्रम की इस स्थिति में भारतीय इतिहास के मध्य युग का प्रारम्भ कब माना 
जाए, इस पर मतभेद होना स्वाभाविक है। प्रसिद्ध इतिहासकार रमेशचन्द्र मजुमदार के अनुसार- 

“इस्लाम धर्म के प्रबल आक्रमण के पश्चात्‌ जब संस्कृति का पतन हुआ तथा कंला 
और साहित्य में सृजनात्मक भावना का हास हुआ, उसी समय ईसवी 000 के आसपास 
(भारत के) मध्ययुग का प्रारम्भ प्रतीत होता है।” 

इस्ज़ाम धर्म के प्रभाव से मध्य एशिया में बौद्ध धर्म प्रायः समाप्त हो गया था। युद्धों 
से सताये गये हजारों भिक्षु वहाँ से भाग गये थे । महमूद गजनवी (997-030) ने भारत 
पर हमला किया और कन्नौज, मधुरा, बनारस आदि नगरों को लूटा। ईसवी 2वीं शत्ताब्वी 
में इख्तियार उद्दीन मुहम्मद इत्यादि ने हमला करके नालन्दा, ओदन्तपुर और अन्य पूर्वी 
भारत के बौद्ध विहारों को नष्ट कर दिया तथा भिक्षुओं को मार डाला। 

ईसेवी सन्‌ 200 के आसपास दिल्‍ली सल्तनत की स्थापना हुईं जब कुतुबुददीन पहला 
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मुहम्मदी शासक बना। उसका शासन पूरे उत्तरी भारत में था। इस प्रकार नये धर्म के 
संपक से उत्तरी भारत में एक नई संस्कृति की शुरूआत हुई जिसमें प्राचीन भारतीय साहित्य, 
कला और विज्ञान की मूत्र परम्पराओं की सृजनात्मक भावनाएँ दब सी गईं। अतः 
अधिकतर विद्वान ई. 3.वी भरताब्दी के प्रारम्भ से भारत के मध्य युग (७०७५४ ४2०) 
का श्रीगणेश मानते हैं| 

लेकिन सुदूर दक्षिण भारत अभी भी बाहरी आक्रमणों और राजनैतिक उधल-पुथल से 
इतना प्रभावित नहीं हुआ था। इसलिए प्राचीन पारम्परिक ज्योतिष और गणित का विकास 
वहाँ होता रहा और अनेक महत्वपूर्ण उपलब्धियाँ भी हुई। अतः बहुत से इतिहासकारों का 
यह मत कि भारत में भास्कराचार्य (2वीं शताब्दी) के बाद पारम्परिक गणित के विकास 
का सिलसिला ठप पड़ गया, ठीक नहीं है। नीचे के प्रष्ठों में हम ई. ॥3 से 8 वी शताब्दी 
के बीच में हुई दक्षिण भारत की गणितीय उपलब्धियों की चर्चा करेंगे जिससे वहाँ के विशेष 
योगदान का. पता चल जायेगा 


मध्ययुगीय दक्षिण भारत के गणितज्ञ 


दक्षिण, भारत के मध्य युग की गणितीय उपलब्धियों का विषयबार वर्णन करने के पहले 
हम वहाँ के मुख्य गणितज्ञ और ज्योतिषियों तथा उनकी रचनाओं का एक संक्षिप्त सर्वेक्षण 
करेंगे। दक्षिण भारत से हमारा अभिप्राय यहाँ मोटे रूप में वह भाग है जो विन्ध्य पर्वत 
शृंखला के दक्षिण में स्थित है। इसमें वे विभाग या प्रदेश अति हैं जिनको आजकल 
आंध्र प्रदेश, कर्नाटक, तमिलनाडु और केरल कहते हैं। अतः संस्कृत के अतिरिक्त हमें मुख्य 
चार क्षेत्रीय भाषाओं तेलगु, कननड़, तमिल और मलयालम में लिखी कुछ बातों का उल्लेख 
करने का अवसर प्राप्त होगा 

मध्य युग में सबसे अधिक योगदान केरल क्षेत्र का रहा है जहाँ आर्यभट प्रथम के 
अनुयायियों का एक सम्प्रदाय जोर-शोर से कार्यरत था। आर्यभ्रटीय के करीब एक दर्जन 
टीकाकार और अनेक ग्रन्थों की सैकड़ों पांडुलिपियाँ इस क्षेत्र की विरासत हैं। मध्य युग 
के पहले के केरल क्षेत्र के गणितज्ञों में वररुचि प्रथम (ई. चौथी शताब्दी) वहाँ की ज्योतिषीय 
परम्पराओं के आदि प्रवर्तक माने जाते हैं। उन्होंने संख्याओं को अक्षरों द्वारा निरूपण करने 
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की बहुत ही लोकप्रिय प्रणाली का प्रतिपादन किया जिसे “कटपयादिन्याय” कहते हैं। (आगे 
देखें) 

.हरदत्त (ई. 7वीं शताब्दी) ने “परहित” नाम से विख्यात एक नई ज्योतिषीय गणन-पद्धति 
निकाली। महाभास्करीय के प्रसिद्ध भाष्यकार गोविंद स्वामी का स्थान 0" उत्तरी अक्षांश् 
(/#00९) पर स्थित था। लघुभास्करीय के टीकाकार शंकरनारायण (ई. 9वी शताब्दी), जो 
सम्भवतः गोविंद स्वामी के शिष्य थे, कोल्लापुरी के निवासी तथा राजा रवि वर्मा के राजज्योतिषी 
थे। लधुभास्करीय के अन्य रीकाकार उदय दिवाकर थे जिनकी सुन्दरी (ई. 073) टीका 
में संसार प्रसिद्ध चक्रवाल रीति (एएणाए 780॥00 (0 50 शा? पह?+] 5 ५?) पर जय॑देव 
के श्लोक उद्धृत हैं। 

आर्यभटीय के टीकाकार सूर्यदव यज्चा (जन्म ॥9]) गंगैकोण्ड चोलापुरम के निवासी 
थे। उन्होंने मुंजालकृत लधुमानस (सन 932) और गोविंद स्वामी कृत महमभास्करीय' भाष्य 
की व्याख्याएँ लिखी हैं| 

संगमग्राम में जन्मे माधव (लगभग 340 से 425) योगदान की दृष्टि से इस युग के 
सर्वश्रेष्ठ गणितज्ञ और गोलविदू थे। लेकिन उनकी लिखी कुंछ गणित की पुस्तकें मूलरूप 
में उपलब्ध नहीं हैं। केवल परवर्ती उद्धरणों से ही हमें संतोष करना पड़ता है। उनका 
वेण्वारोह (चन्द्रवाक्यानि) छप चुका है तथा कुछ अन्य ग्रन्थ जैसे महाज्थानयनप्रकार 
उपलब्ध है। 

समुद्रतटट पर निला नदी के मुहाने के पास स्थित वटश्रेणी के निवासी परमेश्वर (लगभग 
360-।455) ने लम्बे काल तक वेध किया और परहित पद्धति को शुद्ध करके अपनी 
दृग्गणित पद्धति चलाई।. उन्होंने करीब 30 ग्रन्थों की रचना की जिनमें दृग्यणित (430 
ई), ग्रोलदीपिका (तीन पाठ), ग्रहण न्याय दीपिका, चन्ब्रच्छायागणित इत्यादि मुख्य हैं। जिन 
ग्रन्धों पर उन्होंने टीकाएँ लिखी है उनके नाम हैं लीलावती, सूर्यसिद्धांत, आर्यभटीय महाभास्करीय, 
लघुभास्करीय, लघुमानस इत्यादि। 

आचार्य नीलकंठ सोमयाजि (444-545) दक्षिण मलावार में स्थित कुण्डपुर के निवासी 
थे। उनका आर्यभटीय भाष्य बहुत महत्वपूर्ण है। उनके तंत्रसंग्रह में भारतीय गणित और 
गणितीय ज्योतिष की सामग्री भरी पड़ी है। भारतीय ज्योतिष के इतिहास पर उनका ज्योतिर्मीमांसा 
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काफी उपयोगी सिख होगा। गोलसार उनकी अन्य रचना है | त्रिचूर के निकथ्वर्ती गाँव 
'शिवपुरम (चोव्वरम) के निवासी चित्रभानु (लगभग 475 से 550) ने सन्‌ 530 में कर्णामृतत 
की रचना की। उनके एकविंशतिप्रश्नोत्तर में 2/ तरह की समीकरणें का विवेचन है। 

तृक्‍्कुटवेलि परिवार के शंकर वारियर (लगभग 500 से 560) ने अपने गुरु के तंत्रसंग्रह 
पर युक्तिदीपिका तथा लघुविवृति नाम की दो टीकाएँ लिखी हैं। बृहत युक्तिदीपिका में तो 
मध्य युगीय भारतीय गणित की सामग्री प्रचुरता से भरी पड़ी है। लीलावती पर भी शंकर 
ने एक विस्तारपूर्वक टीका लिखना प्रारम्भ की लेकिन उसे समाप्त नहीं कर पाये। उनके 
स्वर्गगास के बाद नारायण (लगभग 500 से 575) ने उसे पूरी की। 

' ज्येष्ठदेव (लगभग 500-60) प्रसिद्ध मलयालम ग्रन्थ थुक्तिभाषा के कर्ता थे। इसमें 
गणित नियमों और सूत्रों की उपपत्तियों भारतीय परम्परा के अनुप्तार दी हैं। उसका एक 
संस्कृत रूपान्तर गणितयुक्तिभाषा है । ज्येष्ठदेव के एक शिष्य ने तंत्रसंग्रह पर पद्यवद्ध टीका 
लिखी थी। 

महिषमंगलम्‌ परिवार के शंकर नम्पूतिरि (494-570) रचित अनेक ग्रथों में 
गणितसार, चखगणित क्रम और अयनचलनांवि गणित मुख्य हैं। उनकी लघ्॒भास्करीय पर 
लिखी मलयालम टीका का नाम बालशंकरम्‌ है। अच्युतपिषारंटि (लगभग 550-62) 
कृत ज्योतिष रचनाएँ हैं - करणोत्तम, स्फुटनिर्णय तथा राश्िगोल-स्फुटानीति। 

पुतुमन सोमयाणि द्वारा सन्‌ 7732 में रचित करण पछ्धति इतनी लोकप्रिय थी कि उस 
पर संस्कृत, तमिल और मलयालम में टीकाएँ लिखी गईं । उनका न्यायरत्न गणित-ज्योतिष 
की उपपत्तियों पर आधारित था। अठारहवीं शताह्नी में संग्रहित ज्योतिष शास्त्र संग्रह में 
तम्प्रावकल्न ने गणित्तसार खंग्रह प्रकरण को भी सम्मिलित किया है। 

यह बात अभी ही प्रकाश में आई है कि कृष्णदास (756-852) ने आर्यभटीय पर 
एक मलयालम टीका लिखी हैं। इसी ग्रन्थ पर घटीगाप (लगभग 800-860) ने दो टीकाएँ 
रचीं- एक संस्कृत में और दूसरी मलयालम में। हालांकि राजकुमार शंकर वर्मा (अप्पुतम्पुरन्‌ ) 
कृत सबरलमाला सन्‌ !823 में रची गयी, उसकी विषय वस्तु पारम्परिक है! 

दक्षिण भारत में लिखे गये, महावीर कृत गणितसारसंग्रह का उल्लेख हम अनेक बार 
कर चुके हैं। आंध्र प्रदेश के पावुलूरिमल्‍लन ने ई. सन्‌ 00 के आस पास उसका तेलगु 
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में रूपान्तरण किया जो सारसंग्रह गणितमु या पावुल्ूरिगणितमु नाम 'से लोकप्रिय है। इस 
क्षेत्र के मल्लिकार्जुन-सूरि (लगभग 778/79 ई.) और यल्‍्लय (5वीं शताब्दी) में से 
प्र्येक ने सूर्य सिद्धांत पर दो टीकाएँ लिखी जिनमें से एक संस्कृत पर तथा दूसरी तेलगु 
में है। वल्लभार्य (6वीं सदी) ने तेलगु में लीलावती का अनुवाद किया और त्रिशतिका 
पर टीका लिखी। 

ई. सन्‌ 200 के आसपास, राजादित्य ने कन्‍्नड़ भाषा में अनेक गणित विषय के 
ग्रन्थ लिखे हैं जिनमें व्यावहार गणितम्‌ मुख्य है। 

अंकगणित पर तमिल भाषा में कवि काक्कैप्पादिनियार द्वारा रचित काक्कैप्पादिनियम्‌ 
अब उपलब्ध नहीं है। इसी भाषा में लिखित अस्थान कोलाहलम्‌ और कारिकृत कनक्काविकारम्‌ 
में कुछ प्राचीन सामग्री उपलब्ध है। 

अब हम दक्षिण भारत की मध्ययुगीय मुख्य गणितीय उपलब्धियों को विषय बार प्रस्तुत 
करेंगे। 


दशमिक स्थानमान संज्ञाएँ और कटपयादिन्याय 


परम्परागत दशोत्तर गणना के लिए श्रीधर की 8 संज्ञाओं की सूची उत्तर भारत में 
लगभग मानक थी! लेकिन दक्षिण में महावीर की 24 नामों की सूची प्रचलित थीं। इसी 
की आधार मानकर पावुल्ूरिमल्लन ने इसमें [2 नाम और जोड़ दिए। दुर्भाग्य से पावुलूरिगणितमु 
की पांडुलिपियों में इनका पाठ एक समान नहीं है। एक कुलक (5७) इस प्रकार है। 

निधि (<0%), महानिधि, परत, परार्ध, अनन्त, सागर, अव्यय, अचिन्त्य, अमृत, अमेय, 
भूरि, और महाभूरि (- 05)। केलादि के राजा बसव (लगभग ई,. 700) द्वारा 
संग्रहित शिवताव रानाकर में भी महावीर की सूची का 37 स्थानों तक विस्तृत रूप प्राप्त 
है जिसमें अन्तिम संज्ञा परार्ध (-0/) है। लेकिन ध्यान देने से यह बात स्पष्ट हो 
'जाती है कि बसव सूची की संन्ञाएँ राजादित्य से प्रभावित हैं जिनका उल्लेख अब 
किया जाता है| 

जैन लेखक राजादित्य ने अपने कननड़ ग्रन्थ व्यावह्रगणितम्‌ में जो 40 नामों की 
सूची दी है वह दक्षिण भारत या क्षेत्रीय भाषाओं में दी गई सूचियों में सबसे बड़ी है। 
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संज्ञाएँ इस प्रकार थीं। 
(प्रथधणध 25 नाम महावीर की सूची पर आधारित है।) 


: | एक 2 क्षिति 
2 दाहम्‌ 22 महाक्षिति 
3 शत्तम्‌ 23 क्षोभ 
4 साबिर 24 महाक्षेभ 
5दासाबिर 25 नदी 
6 लक्ष 26 महानदी 
7 दालक्ष 27 नग 

: 8 कोटि 28 महानग 
9 दाकोटि 29 रथ 
0 शतकीटि 30 महारथ 
] अर्बुद 3] हरि 
2 न्यर्बुद क्‍ 32 महाहरि 
3 खर्व 33 फणि 
4 महाखव॑ 34 महाफणि 
5 पृदूम 35 क्रतु 
6 महापद्‌म 36 महाक्रतु 
]7 क्षोणी 37 सागर 
8 महाक्षोणी क्‍ 38 महासागर 
9 शंख... 39 परिमित 
20 महाशंख.. 40 महापरिमित (< 0१0 


लगता है संसार की उपलब्ध दशोत्तर सूचियों में यह सबसे विशाल है (60 नामों वाली 
बौद्ध सूची पूर्णतया प्राप्त नहीं है) 

दक्षिण भारत की एक विशेष देन है “कटपयादिन्याय”| इसमें अक्षरों का उपयोग करके 
संख्याओं को निरूषित किया जाता है। यह संक्षिप्त रीति भारतीय गणित व ज्योतिष के 
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लेखकों में काफी लोकप्रिय थी। इसके आविष्कार का श्रेय वररुचि को है, जैसा कि 
हम ऊपर लिख चुके हैं। 

इस प्रणाली में संस्कृत (नागरी) वर्णमाल्ा के व्यंजनों से बने अक्षरों का निर्धारित संख्यामान 
होता है चाहे संयोग किसी भी स्वर से हो। तालिका इस प्रकार हैः 


संख्या अक्षर 

!. क,ट,प,य, 

५ ख, ठ, फ, र 

3, ग, ड॒ु ब, ल, 

4, घ, ढ, भ, व, 

8३ छ.। ण, म, श्र 

6, च, त, ष 

है छ, ध, से 

8. ज्‌, द, ह 

9, झ, ध, क (विशेष अक्षर) 
0 जे, न, स्वतंत्र स्वर 


संयुक्त अक्षर में केवल अन्तिम व्यंजन का ही माने लिया जाता है, बाकी सबके छोड़ 
दिया जाता है। स्वतंत्र स्वरों का मान शून्य होता हैं। “अंकानां वामते| गतिः” का नियम 
ते लगाना ही पड़ेगा 

उदाहरण 

।, हरि 5 ह (8) और रि (2) 5 28 

2, श्रेष्ठ श्‌ , रे (2), षू, ठ (2) 5 22 

3. अशुद्धि  अ (0) शु (5), दृधि (9) - 950 

4. यज्ञस्थानम्‌ >य (), ज्‌ , ञज (0) स्‌ , था (7), न (0) मू- 070] 


युगपत्‌ समीकरण (क7पाक8008 00७08) 
चित्रभानु का गणित के इतिहास की पुस्तकों में अभी स्थान नही मिल्रा है। युगपत्‌ ' 
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समीकरणें के हल करने के जे। नियम उन्होंने अपने एकविंशति-प्रश्नोत्तर में दिये है, 
वे लीलावती की क्रियाक्रककरी टीका में भी उद्धृत किये गये हैं। दो अज्ञातों (प्रातता0जव5) 
से बनी निम्नलिखित 7 राशियों पर विचार करं-. 

6) ' #+7>७, कहों 

(0). ४-८४ 

(५०) ४+५ जया 

(५) ४2-५१? “]] 

(४) #+कफ ८ ।' 

(शी) #ऋॉ-५८४६ 

इनमें से, एक समय में, यदि कोई भी दो दी गई हों, तो "0, अर्धात्‌ 2! प्रश्न बनेंगे जिन 
सबका विवेचन चित्रभानु ने किया है। इनमें से 5 प्रश्नों के उत्तर पाना ते उस समय सरल था 
और चिज्रभानु ने उनके सूक्ष्म हल की विधि दी है। उदाहरण के लिए- 

४+/- 8० () 

४2+प) ७ । (2) 

ल्रीजिए | चित्रभानु इस प्रकार प्रारम्भ करते हैं- द 


योगघनाव घनयोगे त्यक्ते त्रिगुणेन राश्षियोगेन । 
जिष्टे हतेष्थ शाश्योर्ब्रयोभविविष्टयोर्पात: ।। 


अर्थात्‌ “भन्ञातों के जोड़ के घन में से उनके घनों के. यैग की घटाकर, शेष को 
जोड़ के तीन गुने से भाग करो। परिणाम दृष्ट राशियों का गुणनफल होगा।” 

. यानी यहाँ निम्न सूत्र दिया गया है- क्‍ 
[(५+9)) - (7+४१)] / 35+५) 5 5५ (3) 
इस प्रकार, 

४५ ८ (४१-।) / 385 ६ कहों। 

अब प्रश्न आसानी से हल किया जा सकता है, क्योंकि 
(५-५) ८ (४+५)* - 45४५9 ८ 32-4६ 

से (४-9) प्राप्त हो जाएगा और अन्त में 
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ह+५9 ८9 
या आन 22.६ 2 4] 
पर “संक्रमण” (अर्थात्‌ जोड़ी, घटाओ और आया करो) से » और ५ के मान ज्ञात 
हो जाएंगे। 
उदाहरण के लिए- 
* उन राशियों को बताओ जिनका योग 25 और घन योग 4375 है। 
यहाँ %+५ ८ 25 
५४१+५१ ८ 4775 ८ । 
“, ४५ ८ (४-) / 385 [!250/75 5 50 5 ६ 


फिर #-१ 5 (॥2-/40 + 25545 

धन 5 लेने पर, 

४८ 5, 9८ (0 

तथा#-५5 -5 लें तो 

४<0, 9८]5 होगा। ; 

इस प्रकार 2] में से 5 प्रश्न .हल करने की सही विधियाँ चित्रभानु ने दी हैं। 

बाकी 6 स्थितियों में सृक्ष्म हल्न व्यापक त्रिघातीय समीकरण (०792$) पर निर्भर करता 
है। अतः इन कठिन प्रश्नों में चित्रभानु ने विशेष स्थितियाँ लेकर हल दिये है। फिर भी 
भारत के मध्ययुग में उनका यह प्रयत्न सराहनीय है । 


पाई (0) के मान 


आर्यभट प्रथम के अनुसार 20000 व्यास वाले वृत्त की परिधि का आसन्‍न माप 62832 
होता है। अर्थात्‌ 


6283 | 
च्८ (/7१) पड ्ए रु ४ (4) 


आंध्र प्रदेशीय टीकाकार यल्लय ने आर्यभट के नियम को लोकप्रिय कटपयादि द प्रणाली 
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का उपयोग करके इन सुन्दर शब्दों में व्यक्त ,कर दिया- 
“टडगेहरिस्तु परिधिविंष्कस्थेन्नानिनोनर:। 


अर्धातत 
परिधि ८ र डूग़े ह रि स्तु 62832 
(2, 3, 8, 2, 6) 
जब विष्कम्भ (व्यास) >ज्ञा नि नो.न र: 5 20000 
(0, 0, 0, 0, 2) 


इससे कुछ और अच्छा और सरल नियम नीलकण्ठ ने ग्रोलसार (गा, 2) में भूत 
संख्याओं का उपयोग करके दिया है- 
“विश्वेक समो व्यासः परिवेः प्रायोडर्थ बाण गुण भाग॥” 
अर्थात्‌ जब व्यास विश्वैक (-3), तब परिधि प्राय” अर्थ- बाण- गुण (5355) 
होती है।” 
यहाँ % ८ (/)0 ८ 355/3 
इंसवी सन्‌ 400 के आसपास माधव ने एक बहुत ही सूक्ष्ममान के लिए भूत संख्याओं 
से भरा यह पद्य गाया-- 
बिबुधनेत्रगणाहिहुताशन 
जिगुणवेदभवारण ब्राहव:/ 
नवनिखर्वमिते कृति विस्तरे 
परिधिमानमिद णजग्दुर्बधाः। 
अर्थात्‌ “नौ निखर्व (<9.0/) व्यास के वृत्त में परिधि का मान सुविज्न लोग 28 
27, 43, 33, 88, 233 लेते हैं।” 
* ॥ 528, 27, 43, 33, 88 233 /9.207 
5 3,4]59265359 (लगभग) 
आधुनिक गणना से #% का ।] दशमलव स्थानों तंक सही मान यही है। संख्या % की 
अपरिमियता का स्पष्ट उल्लेख नीलकंठ ने अपने आर्यभटीय भाष्य में किया है। जिसका 
मतलब यह है कि # के वास्तविक मान (॥0७ ५७७८) का सरल भिन्न द्वारा निरूपित करना 
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असम्भव है (अब हमें यह भी ज्ञात है कि # अबीजीय (॥0 8०७०० या 
0.880270678) है! नोद- % की श्रैणी का वर्णन आगे किया गया है। 
ज्यासारणियाँ 


आर्यभट प्रथम की ज्यासारणी में ज्या ॥, अर्थात्‌ १ ॥॥॥ गा के मान मिलते हैं, जहाँ 
॥ 5 3045' (< 225", ॥- से 24, तथा 7९ 5 2600/2 % ८ 3438 कला, लगभग! 

परमेश्वर ने लघुभास्करीय की टीका (ई. 408) में जो सारणी दी है, उसमें [९ का 
मान, 3437' 44" अर्थात्‌ 3437 कला तथा 44 विकला लिया गया है। 

प्राधव ने % का सूक्ष्म मान लेकर 

९ < 3437' 44" 48" 
प्राप्त किया (निकटतम तत्परा' तक) इस मान को उन्होंने कटपयादि प्रणाली में इस प्रकार 
लिखा- 

'दिवोविश्वस्थली भ्रगुः” 
अर्धति 

दे, वो, वि, श्वं, स्थ, ली, भु, गुः 

(8, 4, 4, 4, 7, 3, 4, 3) 

८ 3437; 44, 48 

इसी प्रकार माधव ने अपनी पूरी सारणी को कटपयादि प्रणाल्नी में व्यक्त किया है। 
इसे नीज़कंठ ने आपने तंत्रसंग्रह त्तता आर्यभरीय भाष्य दोनें में ही उद्छुत्त किया है। 
सुविधा के लिये माधव की इस महाज्या सारणी की हम आधुनिक रूप में प्रस्तुत करते 
है। 





सारणी 
क्रम संख्या (0... माधव की महाज्या............ मान 
. श्रैष्ठ नाम वरिष्ठानाम्‌ 0224;:50,22 
2 हिमाद्रिवेंदभावनः 0448;42,58 


3, तपने! भानु सूक्‍तज्ञः क्‍ 0670;40,6 


मध्ययुगीय दक्षिण भारत की गणितीय उपलब्धियोँ : 


मध्यम॑ विवृधि दोहनम्‌ 
धिगाज्यो नाशनं कष्टम्‌ 
छन्‍न भोगा शयाम्बिका 
मृगाहारो नरेश ञ्यमु 
वीरो रण जयेत्सुक: 
मूलं विशुद्ध॑ नाठस्य 
गनेषु विरत्ा नराः 
अशुद्धि गुप्ता चोरश्री: 
शंड्‌क कर्णों नगेश्वरः 
तनुजो गर्भजो मित्रमू 
श्रीमानत्र सुखी सखे 
शशीरात्री हिमाहार: 
वेगज्ञ-पधि सिन्धुरः 
छायाज़्ये! गजोनीजञः 
निर्मलेनास्ति सत्कुत्े 
रान्नी दर्पणमश्राड्म्‌ 
नागस्तुड्‌ग नखे बली 
धीरो युवा कथालोल: 
पूज्योनारीजनैर्भग: 
कन्यागारे नागवल्ली 
देवो विश्वस्थली भृगुः 
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(0889:45, ] 5 
05,0,39 
345,34,07 
520);28,35 
[78;52, 24 
909:54,35 
2092,46,03 
2266:39,5() 
2430:5,5 
2584:38 ,06 
2727.20,52 
2858,22,55 
2977;:0,34 
3083, 3,7 
3]76:03,50 
3255;]8,22 
3320:36,30 
337];4,29 
3408;:20, ] 
3430;23,] 
3437;:44,48 


नोट: सारणी में 0224:50,22 का . मतलब 224 कला, 50 विकला, और 22 तत्परा 
है। अन्य मान भी इसी प्रकार समझे जायें। 


70 मध्यफालीन भारतीय गणित की ऐतिहासिक व सांस्कृतिक झलकियाँ 


जीवेपरस्परन्याय 


यदि » और 9 की ज्या मालूम हो तो (४+8) और (»-४8) की ज्या कैसे निकाली 
जाए, इसके लिए सूत्र है- 

था (3+ऊ 3) 5 शा] ४ . 008 3 ऊ 005 & , शा! 
इसका प्राचीन रूप इस प्रकार होगा- 

२आ॥ (0-8) « (धिश० 00 (8००४) + (8००४५) (2 ॥0 8) के 

|] (२ 

जहाँ [९ जग / भारतीय ज्या & है। 

हालांकि सूत्र (5) भास्कर द्वितीय के सिद्धान्त शिरेमणि” अन्तर्गत ज्या प्रकरण में प्राप्त 
थे, फिर भी मध्ययुगीय आर्यभट सम्प्रदाय ने इनका आय माधव को दिया। हाँ, एक बात 
अवश्य है, भास्कर ने इनकी कोई उपपत्ति नहीं दी है, जबकि माधव के अनुयायियों को 
यह ज्ञात थी। 

मलयालम युक्तिभाषा (6वी सदी) में एक उपपत्ति इस प्रकार है| 
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चित्र में चाप ए8 - » > कोण 807 
तथा चाप 7()- 83 > कोण 700 
लमग्ब खींचकर शु,> जया & ८ 8॥ & 
और 0,- कोज्या & २ ८08 & 
जहाँ 27 बड़े अर्धवृत्त का व्यास है। इसी प्रकार 
707८ जया 8 ८7२ 8४॥ 8 
तथा 00 - कोज्या' 8 - २ 605 8 
जहा 0९&-२) छोटे वृत का व्यास है। 
अब चक्रीय चतुर्भज |7.00 में, “भुजा-प्रतिभुजान्याय” यानी टॉलिमी-प्रभेय (00]0॥9"8 
प.॥९४०४॥)) से 
एछ.00+ 0. शा -.0,07 
यानी 
(0९ ७0 8) . 0९२ ०0$ 8) + (8 008 8) , (९ ॥॥ 8) ८ ९,।..ए (6) 
लेकिन ॥.ए छोटे वृत में (.8+ए0) चाप की पूर्ण जीवा (शी लाणा0) है। 
अतः ॥.0 ८ 2 (९/2) , ॥॥ ((2.0+28)/2] 
ल्‍ रिछा] (8+3) 
क्योंकि चाप ?, > कोण एा, - 28 
तथा चाप एए < कोण एप्नए - 28 
अब यदि [0 का मान, समीकरण (6) में रखकर 7२ से भाग कर दें, तो (5) का 
एक सूत्र मिल जाएगा 


पाई (70) के लिये श्रेणियाँ ($९१८४) 


(0) पाई के सुक्ष्मतर मान निकालने के लिये सामान्यतया उसके श्रेणी-निरूपणों का 
उपयोग किया जाता है। तेज अभिसारी (०७०॥एआ४था!) ओअणियों इसके लिये उपयोगी होती 
है। मध्ययुगीय दक्षिण भारत में पाई (४) की अनेक श्रेणियाँ ज्ञात थीं, चाहे उनका उपयोग 


है मध्यकालीन भारतीय गणित की ऐतिहासिक व सांस्कृतिक झलकियोँ 


व्यावहारिक हो, शैक्षणिक, या मात्र शास्त्रीय 

एक पद्य, जो गणित युक्ति भाषा, युक्‍्ति वीपिका और करण पद्धति, तीनों में प्राप्त 
है, इस प्रकार है- 

व्यासादृवारिधिनिहतात्‌ प्रथगाप्त॑ व्याययुग्विमुलधने:। 

त्रिघ्नव्यास स्वमृर्ण क्रमशः कृत्वापि परिधिरानिय॥!। 

अर्थात्‌ “चारगुणित व्यास को 3, 5 आदि विषम संख्याओं के घनों में से उन्हीं संख्याओं 
को घटाने पर आए श्रेषों से पृथक-पृथक भाग दोे। प्राप्त भागफलों को तीन गुने व्यास में 
क्रमशः जोड़ो और घटाओ। इस प्रकार (की श्रेणी) से परिधि प्राप्त होती है।” 


0-39+-40 40 47 ....... 
33.3 5).5 7-7 

अर्थात्‌ 

था ८८ 3 नै 4 + 4 3३७%१७%७७४ 








3-3 53-5 7-7 
दो अन्य संस्कृत श्लोकों, जो गणित युक्ति भाषा, युक्ति दीपिका, और मलयालम युक्ति 
भाषा में उद्धृत हैं, का अर्थ इस प्रकार है- 

“विषम संख्याओं की 5 वीं घातों में क्रमशः उन्हीं संख्याओं के चार गुणों को जोड़ 
दे॥ प्राप्त अनेक योगफलों से 6 गुने व्यास को भाग दो, और भागफलों में से विषम 
पदवी 6970 वालों को जोड़ो और सम पदवी वालों की घटाओ। इस प्रकार परिधि प्राप्त 
होगी। 

अर्थात्‌ 

एा)-- 700 ___60_._60 
 +43%0 37 +4%3 57 +4)5 


या 
की ज आ0 0205 +0 
7 +4,.] 37+4,3 57+4.5 
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सांत अर्थात्‌ परिमित पदों की श्रेणी के एक नमूने की इस प्रकार प्रस्तुत कर सकते 


है. 
7.0 ० 40-- 2. + 4.2 _ .....+ 40₹0) 
हक 3 
_ (0+)/2 
हु (॥+])< +] 
क्रियाक्रमकरी में इस श्रेणी की प्राप्त करने का श्रेय माधव को दिया गया है। 


जहाँ [(॥) 


ज्या, कोज्या तथा माधव-ग्रिगरी श्रेणी 


उच्च गणित में ज्या (॥#॥॥०) और कोज्या (०090८) की ये अनन्त श्रेणियां विद्यार्थियों 
को पढ़ाई जाती हैं- 


3 5 7 
बा वही नल + ४ जी पक (7) 
3) 5।| १! 
2 4 6 
ता जी रिलीज 22 हनी हम (8) 
! 4]! 6! 
यहाँ » का माप रेडियन में है। इनका प्राचीन रूप था 
3 ही 
90 ६ 5८ ६चजनजञ-++ न “++ '* "१ ९*०+ 0 
४23]. 745 (9) 
2 ध्‌ 
(९()४ 8 बट आप न ३ कटी ५३७० (0) 
[2 4] 


जहाँ । निर्देशवृत्त की त्रिज्या है और ज्या ६ (< 80 8) 
तथा कोज्या $ (- ९08 $) के मान क्रमशः ॥ शांत 8 
तथा +८05 $ हैं। यहाँ चाप & का माप उसी इकाई में है जिसमें  का। सामान्यतया 
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यह इकाई थी कला (708) । 

शंकर वारियर (6वीं शताब्दी) ने अपनी तन्त्रसंग्रहव्याख्या (युक्ति दीपिका) में सूत्र (9) 
के लिए निम्नलिखित श्लोक दिए हैं : 
निहत्य चापवर्गेण चाप॑ तत्तत्फलानि च 
हरेत समूलयुख्वगैस्थिज्या वर्ग हतेः क्रमातृ || 
चाप॑ फलानि चाधो5धीन्यस्योपर्युपरित्यजेतु । 
जीवापतये संग्रहोउस्यैव॑ “विद्वान” इत्याविन कृत॥ 

अर्थात्‌ 

“चाप को अपने ही वर्ग से बार-बार : 
गुणा करो, और प्रत्यक बार सम संख्याओं 
को अपने ही वर्ग में जोड़कर तथा त्रिज्या 
वर्ग.से गुणा करके बनी राशियों से क्रमशः 
भाग दो। अब चाप को और विभिन्‍न 
भागफलों का एक खाने (००एा॥)) में कितने 
ही पदों तक, लिखों, और अन्तिम पद को 
उसके ऊपर के पद से घटाओ। इत्यादि! इस 
प्रकार अन्त में ज्या प्राप्त होती है। इसी 
85 ० रीति का वर्णन संक्षेप में “विद्वान” इत्यादि 

सं नियम में है।” 


इसका स्पष्टीकरण इस प्रकार है। पहले हमें चाप $& को बार बार&* से गुणा करके 
(22+2)72, (4१+4)2, (62+6) इत्यादि से भाग देना है। इससे निम्नलिखित पंद (778) 
प्राप्त होंगे-- 

, 5 $,8 / (2/+2)7* 

५, 5 8.87 / (22+2) (4+4)* 

(, ८ 8,8 /((2/+2) (47+4) (67+6)7* 

इंत्यादि | 
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मान लो हम ॥ तक पद लेते हैं। यदि चाप $ तथा इन सब पढें को एक खाने 
में लिखकर नीचे से घटाने का काम करें तो हमें 

8- [५ - [५ - (०-०, | “५) “ 7 + ] | 

तू 8&-६+[. -।. + -...५५५ । (]]) 

प्राप्त होगा, जो कि ॥8 का निर्धारित पदों तक का मान होगा। 

यदि (]) में।, ॥,,----- का मान रखें, तो सूत्र (9) मिल जाता है। 

अन्तिम पंक्ति में माधव के उन श्लोकों का संदर्भ है जिनका प्रारम्भ “विद्वान” शब्द 
से होता है और यह भी स्पष्ट हो गया, है कि जो नियम माधव ने संक्षेप में कहा था 
उसी को यहाँ दोहराया गया है। 

ठीक इसी प्रकार के नियम सूत्र (0) के लिए हैं। अतः इससे सिद्ध हो जाता है 
कि ज्या और कोज्या की श्रेणियां भारत में ईसवी 400 के आसपास माधव को ज्ञात थी 
जो कि एक बहुत ही महत्वपूर्ण उपलब्धि है। यूरोप के गणितज्नों (न्यूटन आदि) को इनका 
ज्ञान !7 वी शताब्दी में हुआ था। 

इसी प्रकार संस्कृत स्रोतों से इस बात का भी पता लगता है कि माधव की निम्नलिखित 
श्रेणी भी मालूम थी। 
 (२६॥89) _ 7२ (९&॥ 9) अं 4९ (7२६॥॥ 9) 
[ [२ ००08 0 पे (१८०४6) के (0१ ००४9)? 
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अर्थात्‌ (7१८5४ - न हा च् अजित ु 

जो कि यूरोप में जेम्स ग्रिगोरी (0/2809) की सन्‌ 670 के लगभग हाथ लग पाई 
थी (यहाँ ४८ ।थ0)। 

भारत में इन तीनों श्रेणियों की सुन्दर उपपत्तियों भी ज्ञात थीं, जिनसे स्पष्ट है कि 
आधुनिक वेश्लेषिकी (४४५४४) की नीव भी भारत में ही रखी गई। गणित के इतिहासज्ञ 
जानते हैं कि इस श्रेय में कोई अतिशयोक्ति नहीं है। 

इन पुष्ठों में दक्षिण भारत की केवल चुनी हुईं उपलब्धियों का संक्षिप्त विवरण दिया 
गया है। वैसे और भी उल्लेखनीय उपलब्धियाँ थीं। जैसे ज्यामितीय बीजगणित (8००॥लापठ। 


१6 मशकान्लीन भारतीय गणित की ऐतिहासिक व सांस्कृतिक झ्त्तकियाँ 


009) के क्षेत्र में, शुल्बसूते की परम्परा को आगे बढ़ातें हुए, आर्यभ्रट सम्रदाय के 
गणितजों ने उत्ता विकास किया। उदाहरण के शिए, गुणोत्तर श्रेणी (0.7) के जोड़ के सूत्र, 
», न 4 ([7- |) / ((-) 

को एक बहुत ही सुन्दर ज्यामितीय विधि से सिद्ध किया गया। इसका उल्लेख हम विशेष 
रूप से कर रहे हैं, क्योंकि कुछ विद्वान इसकी, ज्यामितीय उपपत्ति की बात कठिन समझते 
है| 

दक्षिण भारत की कुछ अन्य उपलब्धियों को हम अन्य अध्यायों में बता चुके है, जैसे 
चक्रीय चतुर्भुण की हृदय रज्जु (आधा) के लिये पिछला अध्याय देखें। कुछ 
उपलब्धियों. का क्षेत्र उच्च गणित होने से उनकी चर्चा यहाँ नहीं की जा सकती है। (मैसे 
9ए0 $श7०0, मी शाक्ष 0[00॥0॥8) 

इस अध्याय में वर्णित सामग्री से स्पष्ट है कि प्राचीन गणितीय परम्परा का दीपक 
देक्षिण भारत में सदियों तक जगमगाता रहा, जबकि उत्तर भारत में नई राजनैतिक स्थिति 
के कारण विद्वान आयातित अरबी ग्रंथों के विदेशी ज्ञान में रुचि लेने तगे थे। बाद में 
अग्रेजी शासन के समय, जब पश्चिचमी शिक्षा की हवा चली ते परम्परागत स्वदेशी 
अध्ययन का दीपक बुन्न सा गया, और वह ज्ञान इतिहास का विषय बन गया। 

उन्‍नीसवी सदी के अन्त में, आधुनिक गणित के जगत में भारत का सूर्य रामानुजन 
के रूप में फिर उदय हुआ। उनके बारे में जानकारी अगले अध्याय में दी जा रही है, 
लेकिन उन पर प्राचीन भारतीय गणित की परम्परा का कितना प्रभाव था, यह कहना कठिन 
है| ..* 








बीसवी शतादी के दूसरे दशक की बात है। श्रीनिवास रामानुणन सख्त बीमारी की हालत 
में इंग्लैंड के एक नर्सिंग होम में भर्ती थे। उनसे मिलने के तियें प्रो. जी, एच, हार्ड 
टैक्सी से नर्सिंग होम पहुंचे चूंकि ग़मानुजन का हाल चाज़ जानने के बाद प्रो. हार्ड के 
उसी टैक्सी से वापिस्त जाना था, इसलिये उसका नंबर याद रख कर अंदर' चले गये। 

शमानुजन के कक्ष में पहुंचकर प्रो. हाई ने उनसे तबियत के बारे में पूछताछ की। 
रोगी ने धन्यवाद देते हुए बतलाया कि उसकी हालत पहले से अच्छी है| 

लेकिन आगन्तुक को इस उत्तर में सच्चाई से ज्यादा औपचारिकता महसूस हुई। क्योंकि 
रमानुजन क्षय रोग से ग्रसित थे और वह अंदर से क्षीण होते जा रहे थे। रोगी के चेहरे 
की उदाती से भी यह बात जाहिर होती थी। 

प्रो, हाडी चिंता में थे, क्योंकि रामानुजन की विज्ञक्षण प्रतिभा और स्वस्थ शरीर के 
बीच एक शोकषपूर्ण संघर्ष उनके सामने था! इसी बीच, टैक्सी का भम्बर याद करते हुए 
परे. हार्ड बेले- 

“मै जिस टैक्सी से आया हूँ उसका नम्बर 729 है। यह संख्या इतनी नीरस है कि 
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5.] श्रीनिवास रागानुजन (887-920] 
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इसे याद रखने में मुझे कोई दिलचस्पी नहीं है। फिजुल में दिमाग पर जोर देना पड़ 
रहा है। आशा है कि वह कुछ अपशकुन सूचक नहीं होगी।” 

“नहीं, ऐसा कदापि नहीं है,” रामानुजन ने फौरन उत्तर दिया और आगे कहने 
लगे- 

“यह बड़ी रोचक संख्या है। यह उन पूर्ण संख्याओं में सबसे छोटी है जिनकी दो 
अलग-अलग प्रकार से दो घनों के योग के रूप में प्रकट कर सकते हैं।”* 
अर्थात्‌ 

729 < 25 + 5 
और 729 < 0? + ५5, 

रामानुजन द्वारा कहे 729 के इन निरूपणों को सुनकर प्रो. होडी चकित हे। गये! 
उनकी आश्चर्य हो रहा था कि रोग ग्रसित अवस्था में पड़े होने पर भी रामानुजन मानसिक 
रूप से इतने जाग्रत और सक्रिय हैं। 

प्रो, हार्डी स्वयं एक महान गणितज्ञ थे। संख्या 7729 के रोचक गुण को जानकर 
वे आनन्दित हुए। सेग की बातें भूलकर अब वहाँ गणितीय वार्तालाप होने लगी। प्रो, हार्डी. 
ने रामानुजन से पूछा- 

"क्या आप इसी गुण वाली चौथी घात की संख्या बता सकते हैं।”- 

थोड़ा सा सोचकर रामानुजन ने उत्तर दिया। 

"ऐसा कोई सरल उदाहरण अभी मेरे समक्ष नहीं है लेकिन इस तरह की पहली 
संख्या अवश्य बहुत बड़ी होगी” क्‍ 

जी हा वह इच्छित बड़ी संख्या करोड़ों तक जाती है। नो अंकों वाली वह संख्या है 

63, 53, 8, 657, क्योंकि 
63, 53, 8, 657 ८ 33/ + 34/ 

तथा 63, 53, 8, 657 5 588 + 59* 

जो व्यक्ति सख्त बीमारी की दशा में भी इस तरह के कठिन गणितीय उद्गार कर 
सकता था, उसकी गणित के प्रति रुचि और साधना अवश्य गहरी रही होगी। रामानुजन 


“अगली ऐसी संख्या 4॥04-6)+2? और 404-व93+97 
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का गणित के प्रति प्रेम इतना अधिक था कि वे उसमें सदैव लीन रहते थे, जेसे एक 
सच्चा भक्त भगवान के ध्यान में। 

यही कारण है कि उनमें संख्याओं के विशेष गुणों को याद रखने की अपार क्षमता 
थी। किसी ने सच ही कहा है कि 

“प्रत्येक धनात्मक पूर्णांक रामाचुजन का व्यक्तिगत मित्र था।” 

रामानुजन की प्रखर बुद्धि, अलीकिक प्रतिभा और सतत साधना ने विपरीत परिस्थितियों 
में भी, उनका गणित के उच्च शिखर पर पहुंचा दिया था। फलस्वरूप उनकी गणना संसार 
के कुछ गिनि चुने गणित सम्रारों में की जाती है। 

इस अध्याय में हम तुम्हें उस गणित सम्राट के जीवन, कार्य और उपलब्धियों के बारे 
में संक्षिप्त जानकारी देंगे, जिसने आधुनिक गणित के क्षेत्र में भारत का मस्तक ऊँचा किया। 


. संघर्षमय जीवन 


विवाह के अनेक वर्षों बाद भी जब कोमलम्माल के कोई संतान न हुई तो, ज्योतिषियों 
की सलाह पर, उसने नामगिरिं देवी की विशेष उपासना की। देवी की कृपा से वह गर्भवती 
हुई और उसने एक बालक की जन्म दिया माँ उसे प्यार से चिन्नस्वामी पुकारती थी लेकिन 
उसका नाम था श्रीनिवास रामानुजन। 


रामानुजन का जन्म गुरुवार 22 दिसम्बर 887 ई. को तमिलनाडु के ईरोड नगर में 
हुआ था जहाँ उनके नाना एक मुंसिफ की अदालत में काम करते थे। लेकिन उनके पिता 
जो एक वैष्णव ब्राहमण थे, प्रसिद्ध तीर्थस्थान कुम्भकेणम में एक बजाज के यहाँ बही-खाति 
का काम करते थे। इस प्रकार गर्भ से ही रामानुजन धार्मिक परिवेश में पले जो उन्हें मां-बाप, 
तथा निवास स्थान के सारे वातावरण में उपलब्ध था। बचपन में रामानुजन को अपनी 
माँ से बहुत से भजन और कथाएँ सुनने को मिलीं। 

इसी प्रभाव से बाद में भी, धार्मिक साहित्य के प्रति उनकी रुचि बनी रही, और उन्होंने 
उपनिषद्‌ , तिरुकुरल इत्यादि पढ़े। 


गणित सम्राट रामानुजन " 8] 


पाँच वर्ष की आयु में रामानुजन कुम्भकोणम की एक पाठशाला में भर्ती हुए जहाँ तमिल 
भाषा के साथ उन्होंने अंकगणित भी सीखा। बचपन से ही वे बहुत शांत और गम्भीर 
प्रकृति के थे। जब सहपाठी उनसे हँसी-मजाक और परेशान करने वाली अन्य हरकतें करते 
थे, तब भी वह कुछ नहीं बोलते थे। उनकी इस सहनशीलता और शांतिप्रियता का लोगों 
ने नाजायज फायदा ते उठाया, जैकिन उनके मन में रामानुजन के प्रति आदर और स्नेह 
भी जगा। देखने में तो उनका डीलडौल ठीक था, लेकिन वह अक्सर बीमार पड़ जाते 
थे। उनके चेहरे पर चेचक के कुछ निशान थे। 

नवम्बर सन्‌ 897 में प्रथम श्रेणी में प्राथमिक परीक्षा उत्त्तीर्ण करने के बाद, रामानुजन 
ने कुम्भकाणम के टाउन हाई स्कूल में प्रवेश किया जहाँ वह 898 से 904 तक शिक्षा 
पाते रहे। उनकी प्रतिभा ने सहपाठियों के अतिरिक्त शिक्षकों को भी प्रभावित किया था। 
पाठन की समयसारणी बनाने का टेढ़ा काम रामानुजन को ही दिया जाता था, क्योंकि प्रभारी 
अध्यापक उसकी क्षमता जानते थे। लेकिन ऐसे अद्वितीय प्रतिभाशाली छात्र के पास भी 
विद्यालयीय आवश्यकताओं को पूरा करने के लिए पैसे नहीं थे। एक बार ट्राम से यात्रा 
करते समय उसकी टोपी हवा में उड़ गई जिसे खरीदने के लिये उसके पास आठ आने 
भी न थे। अतः नंगे सिर होने के कारण उसे संस्कृत शिक्षक की नाराजगी का सामना 
करना पड़ा था। 

टाउन हाई स्कूल में पढ़ते समय रामानुजन ने अपनी विलक्षण बुद्धि का परिचय दिया। 
वह सबसे ज्यादा ध्यान गणित पर देते थे जिससे उन्हें विशेष प्रेम था। इस विषय पर 
कभी-कभी वह कक्षा में ऐसे प्रश्न पूछते थे जो अध्यापक को भी चकरा देते थे। सच पूछो 
ते। उस किश्ञोर उम्र में भी वह गणित के उच्च, जी हाँ पाट्यपुस्तकों से बहुत आगे के, 
ग्रन्थ समझ लेते थे। 

एस,एल. लोनी (00८५) की समतल त्रिकोणमिति के दूसरे भाग (जो वैश्लेषिक है और 
स्‍्नातकी में पढ़ाई जाती थी) की वक्षता प्राप्त कर ली थी। दिसम्बर सन्‌ 903 में मद्रास 
विश्वविद्यालय की मैट्रिक की परीक्षा में उच्च स्थान प्राप्त करने से उन्हें आगे पढ़ने के 
लिये छात्रवृत्ति मिली। आजकल टाउन हाई स्कूल में एक बड़े कक्ष का नाम उसने अपने 
उस प्रतिभाशाली छात्र की याद में (रामानुजन हाल) रखा है। 
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सन्‌ 904 में एफ. ए. (भाड़: ४78) की पढ़ाई के लिए रामानुजन ने अपना नाम 
गवर्नमेंट कात्रेज (कुम्भकोणम) में लिखा लिया। प्रथा के अनुसार, अंग्रेजी और गणित के 
अतिरिक्त उन्हें कुछ अन्य विषय भी पढ़ना आवश्यक था। लेकिन अधिकतर समय तो वह 
अपने प्रिय विषय गणित की ही देते थे जिसके पढ़ने में उन्हें आनन्द आता था। ड्स॒ विषय 
की जो कुछ उच्च पुस्तकें उन्हें मिली, उनका गहन अध्ययन किया और नये नये गणितीय 
प्रमेष तथा परिणाम निकाते। कैम्ब्रिज विश्वविद्यालय के प्राध्यापकफ जी. एस, कार लिखित 
पुस्तक 8 8/7०%9४४6 ०० दाह्माडा।दवा) हिटडडत8 का रीड्ाड दाद 47|९वें 
॥4६7॥2/86/८8 (72880/7886) का रामानुजन पर विशेष प्रभाव पड़ा। इस ग्रन्थ की शैली 
अपनाकर रामानुजन ने स्वयं भी अनेक गणितीय उपलब्धियों पर पन्ने के पन्ने भर डाले 
बाद में जब यही पन्ने उनकी “नोटबुक्स” के नाम से छपे (बम्बई, 957) ते दुनिया के 
अनेक गणितज्ञों के तिये वर्षों तक शोध की सामग्री का विषय बने। 


गणित की गवैषणा का आनन्द ते रामानुजन ने पाया, पर अन्य विषयों के प्रति अरुचि 
के परिणाम भी भुगतने पड़े। हुआ यह कि वे 7वीं कक्षा की वार्षिक परीक्षा में सफल 
न है| सके। उस समय की दृढ़ शिक्षा प्रणाली ने जो सब विषयों पर बराबर ध्यान चाहती 
थी, रामानुजन को क्षमा न कर सकी। छात्रवृत्ति से तो हाथ धोना ही पड़ा, साथ में गणित 
की साधना का जो सिलसिला पेन से चल रहा था वह भी मानसिक अशांति के कारण 
हाथ में न रहा। 


एक निर्धन छात्र की छात्रवृत्ति के छूट जनि से उसे कागज भी क्रय करने के लिये 
कठिनाई हो! रही थी। 

नतीजा यह हुआ कि रामानुजन बहुत निराश हुंए। यहाँ वहाँ प्रयत्न करने से केवल 
केटु अनुभव ही हाथ लंगे। परेशानी में भटकने के कारण कक्षा में उनकी हाजिरी भी पूरी 
नहीं हो सकी। अतः गवर्नमंट कालेज छोड़ना पड़ा) किसी तरह मद्रास के पवैयप्पा कालेज 
के प्रिंसिपल जे, ए. येट्स (श्थ्रा583) ने मदद की तो बीमारी ने दबोच दिया। उसकों 
भी छोड़ना पड़ा! निजी (2५80) परीक्षार्थी के रूप में इम्तहान दिया (907) तो फिर फेल 
हो गए और इस प्रकार प्राय: छात्र जीवन समाप्त हे| गया। 


गणित सम्राट रामानुजन के 


लेकिन लगता ऐसा! है कि इन सब परिस्थितियों के बावजूद उनकी .गणित के प्रति लगन 
में कोई अन्तर नहीं आया। और वह नित्य नवीन खोजें करते रहे। उनके माँ-बाप को 
आजीविका साधन के बिना रामानुजन का दिन रात गणित से चिपके रहना पसंद न था। 
परिवार की आय ते| मुश्किल से बीस रुपये प्रतिमाह थी। अतः रामानुजन का ध्यान “गणित 
की बेकार साधना” से हटाकर व्यावहारिक जीवन की ओर मोड़ने के लिये वही उपाय किया 
जो प्रायः इस तरह की “बीमारी” में किया जाता है, और वह है “बीवी के बन्धन में 
बांधना”/ और इस प्रकार 909 में रामानुजन का विवाह जानकी देवी नाम की कन्या* 
से संपन्‍न, हो गया जबकि वह मात्र [0 वर्ष की थी। कहा जाता है कि रामानुजन के 
पिता विवाह में उपस्थित नहीं थे। 

रामानुजनन की औपचारिक शिक्षा का क्रम ते पहले ही टूट चुका था। अब विवाह हो 
जाने से गृहस्थ जीवन व्यतीत करने की भी जरूरत आ पहुंची थी। उधर मॉ-बाप की 
आर्थिक हालत ते पहले से ही खस्ता थी। अतः यह स्वाभाविक था कि रामानुजन कोई 
काम काज करके कुछ पैसे कमाये और अपनी दैनिक आवश्यकताओं के लिए मां-बाप पर 
निर्भ न रहे। इसीलिए वह धनोपार्जन की चिंता करने लगे 

वह सोचते थे कि यदि काई ठिकाने का काम मिल जाये तो मां-बाप का सहारा नहीं 
तकना पड़ेगा, अर उनका दबाव कम हेने से वे अपनी गणित संबंधी साधना भी यथावत 
चलाते रहेंगे। 

लेकिन नौकरी खोजने में उन्हें बड़ा संधर्ष करना पड़ा और बहुत सी मुसीबतें झेलनी 
पड़ीं। आज अस्सी वर्ष बाद भी युवकों की यह समस्या ठीक वैसी ही है, हालांकि जमाना 
कही से कहीं जा पहुँचा! घरेलू अध्यापन (॥7000) के काम में भी रामानुजन का सफलता 
न मिल सकी क्योंकि “ग्राहक” की रुचि ज्ञान में नहीं, बल्कि इम्तहान पास करने में होती 
थी। ...' 

अतः रामानुजन को नौकरी के लिए कुछ प्रतिष्ठित व्यक्तियों के सामने उनकी कृंपादृष्टि 
और मेहरबानी के लिए हाथ फैलने के अलावा: कोई अन्य उपाय नहीं सूझा। वह तिरूकोयलूर 


“इनका स्वर्गवास 3 अप्रैल, 994 को हुआ। 
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के डिप्टी कलक्टर रामास्वामी अयूयर से मिले। अयूयर जी ने 907 में भारतीय गणित 
परिषद्‌ (.!/.$.) की स्थापना की थी। वे गणित के वास्तविक, महत्व को समझते थे और 
रामानुजन को किसी दफ्तर की बाबूगिरी में उलझाकर उसकी गणित साधना में कमी करने 
का पाप अपने सिर पर नहीं लेना चाहते थे। अतः उन्होंने एक पत्र के साथ रामानुजन 
को मद्रास में प्रो. पी. वी. शेषु अयूयर के पास भेज दिया। उनकी कृपा से रामानुजन 
ने एक दफ्तर में अस्थाई पद (28०८ ५४४९०४॥०५) पर काम किया, लेकिन थोड़े दिन बाद 
फिर बेक़ार हो गये। | 

उस समय (लगभग 90-) में तो रामानुनन॒ के ऊपर मुसीबतों का पहाड़ टूट पड़ा। 
उनको एक-एक दिन पहाड़ सा लगता। ट्यूशन की खोज में यहाँ वहाँ भटकते .थे। पर 
कुछ नहीं हुआ वह अक्सर कहते थे कि निर्धनता में मरना ही उनके भाग्य में लिखा 
है। अक्सर पेट भर भोजन नहीं मिल पाता और रात को भूखे ही से जाते। खुराक पूरी 
न मिलने के कारण वह बीमार पड़ गयगे। उधर मकान मालिक ने भी घर खाली करने 
को विवश कर दिया! अतः सामान बांधकर एक मित्र के यहाँ अचानक पहुँच गये। लेकिन 
बिगड़ती हुई तबियत की वजह से बाद में घर (कुम्मकोणम) चले गये। 

इस प्रकार हम रामानुजन को एक बहुत बड़े जीवन संघर्ष में उलझा हुआ पाते हैं, 
विशेष रूप से उनके [!वीं दर्जे में असफल होने के बाद से। लेकिन ऐसा, लगता है कि . 
यही पौँच-छह वर्ष की अवधि (लगभग 905 से ।9] तक) वह समय था जब रामानुजन 
की प्रतिभा शिखर पर थी, और वे उत्कृष्ट रूप से बौद्धिक कार्य में सक्रिय थे। गणितीय 
क्षेत्र में उनकी सृजनात्मक शक्ति पूरे जोर शोर से काम कर रही थी और वे गणित , 
में नित्य नये नये प्रिणाम बद्चबर प्राप्त करते जा रहे थे। 

परीक्षा में असफल होने की निराशा उनकी सक्रियता को स्तब्ध न कर सकी । दबोच 
देने वाली निर्धनता और मॉ-बाप की डाट-डपट उनको अपनी लगन से न हटा सकी। होड़-मांस 
की बनी प्रेयसी उनके गणित्त प्रेप को न तोड़ सकी; नौकरी न मिल पाने का मानसिक 
कृष्ट उनके लिये कण्टक न बन सका। पेट में चूहे बिलबिलातें रहे पर गणित की दुनिया 
में खो जाने की आदत से, उनका ध्यान विचलित न कर सके। यहाँ तक कि शारीरिक 
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अस्वस्थता और बीमारी भी उन्हें गणित की सृजनात्मक सुंदरता के आनंद में विभोर होने 
सेन रोक सकी। 

विशेष ध्यान देने योग्य बात ते य्रह है कि उनके गणित्तीय शाधों का कार्य किसी 
प्राध्यापफ की देखरेख में नहीं चल रहा था बल्कि केवल स्वयं के अध्ययन का परिणाम 
था! 

मालूम पड़ता हैं कि कोई अदृश्य शक्ति उनमें कार्य कर रही थी या कोई अन्तर्ज्योति 
उनका मार्गदर्शन करती थी | तभी ते इतनी अंधकारमय दुनिया और जीवन में भी वें 
अपनी एकाग्रता से विचलित नहीं हुए। बाहरी शक्तियां और आर्थिक, सामाजिक, शारीरिक, 
व्यक्तिगत और यहाँ तक कि मानसिक परिस्थितियाँ भी उनके नई खोज करने के आवेग 
को न कुचल सकी! उस अदृश्य शक्ति के पोषण से उन्हें स्फूर्ति मिलती थी और वे प्रज्ज्वलित 
ज्ञान के क्षेत्र में अपने उज्जवल अन्तर्ज्ञान का प्रकाशमय चमत्कार दिखा देते थे! . 

रामानुजन कहा भी करते थे कि नामगिरि देवी स्वप्न में आकर उन्हें गणित के सूत्र 
बतला जाती थी। लेकिन आश्चर्य यह है कि देवी जी लोगों को सुबुद्धि देने में कंजूसी 
क्यों कर रही थी, जिसके कारण रामानुजन को इतनी मुसीबत उठानी पड़ीं। क्योंकि यह 
मानते हुए भी कि रामानुजन ने विपरीत परिस्थितियों में इतना ऊँचा कार्य किया, यह नहीं 
कहा जा सकता कि कार्य में जरा भी अवरोध नहीं हुआ था। उपलब्धि एक सापेक्ष बात 
है और गणितीय परिणामों की उच्चता की काई सीमा नहीं है। सामान्य तर्क यही बताता 
है कि यदि परिस्थितियाँ विपरीत न होती, तो रामानुजन का कार्य और ऊंचा तथा ज्यादा 
होता! आखिर बेहतर परिस्थितियों की बात सोचकर ही उनका इंग्लैण्ड जाना ठीक समझा 
गया (आगे का वर्णन देखिये) 

फिर भी यह एक विवादास्पद विषय है कि जीवन और संसार की दशा और 
उपलब्धियों के बारे में हम लोग स्वयं स्वतंत्र निर्णयात्मक कर्ता हैं, या कोई अदृश्य शक्तियों 
का नियंत्रण हैं| 

मालूम पड़ता है कि नौकरी छूटनें और बीमार पड़ने से रामानुजन्न काफ़ी हताश और 
निराश हो चुके थे! इसलिए घर जाने के पहले उन्होंने अपनी दो नोटबुकें भी मित्र को 
“यदि मैं वापिस न आऊं इत्यादि” इन शब्दों के साथ सुपुर्द कर दी थीं। लेकिन सौभाग्य 
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से तबियत ठीक हो गई और वें मद्रास वापिस लौट आये। परन्तु रोजी रोटी की समस्या 
ते अभी भी हल नहीं हुई थी। बच्चों को पढ़ाकर थोड़े बहुत पैसे मिल जाति थे। रामानुजन 
नेल्लूर के कलक्टर दीवान बहादुर आर. रामचंद्र राव से मिले और उनसे कुछ काम दिलाने 
की प्रार्थना की ताकि "पेट भर अन्न मित्र जाये और मैं अपना शोध कार्य जारी रख सकूं” 
राव की गणित में कुछ रुचि थी और वें रामानुजन के कार्य से प्रभावित हुए। उस भल्ले 
आदमी ने रामानुजन को कुछ दिनों तक माहवारी खर्च भी भेजा। लेकिन लोगों ने इस 
तरह के दान पर जीवित रहने में आत्मतम्मान का प्रश्न उठा दिया। वे भूल गये कि उस 
परिस्थिति में भगवान ने किसी को “निमित्त्त मात्र” बनाकर मदद की तो इसमें क्‍या 
हर्ज था। 


भाग्योदय और जीवनचर्या का शिखरत्व - 


रामानुजन का प्रथम शोध निबंध बरनूली संख्याओं (3थ॥0पर शाधआ$) पर था 
जो भारतीय गणित परिषद्‌ की पत्रिका (..)४.$) में दिसम्बर 9] में प्रकाशित हुआ था। 
गणितज्ञ और गणित में रुचि रखने वाले उसके कार्य का महत्त समझते थे। रामास्वामी 
अयूयर और शेषु अययर उसकी मदद करने के उत्सुक थे। लेकिन इम्तहान, विश्वविद्यालय 
की उपाधि, छात्रवृत्तियों के नियम, कानूनी बंधन इत्यादि सामाजिक और शैक्षणिक रीति-रिवाज 
इतने ठुढ़ थे कि उचित रूप में वास्तविक मदद करना आसान न था! 

भाग्य से मद्रास पोर्ट ट्रस्ट के दफ्तर में एक जगह खाली थी और वहाँ के प्रबंधक 
एस. नारायण अयूयर गणितज्ञ के साथ रामास्वामी अयूयर और शेषु अयूयर के मित्र भी 
थे। अतः जब गंगा, यमुना, सरस्वती की तरह इन अग्यरों की ब्रिवेणी का संगम हुआ 
ते। रामानुजन के भाग्य का सितारा चमक गया। 

उधर पोर्ट के अध्यक्ष फ्राँसिस स्प्रिंग (590॥7) ने सहर्ष अनुमोदन कर दिया। बात बन 
गयी, और रामानुजन को 25 रुपये प्रतिमाह की नौकरी मिल गई। वास्तव में स्थ्रिंग ने दबे 
हुए रामानुजन को ऊपर उठाने में “स्प्रिंग”/ (कमानी) का काम करके अपने नाम की सार्थकता 
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सिद्ध कर दी।फलतः रामानुजन के जीवन में भी एक बसंत (छाए) आया 

हालांकि एक अश्रूतपूर्व प्रतिभावान गणितञज्ञ के लिये दफ्तर की बाबूगिरी किसी भी मापदंड 
से एक अच्छा कार्य नहीं कहा जा सकता, फिर भी यहां तो “मरता क्या न करता” वाली 
बात थी। रामानुजन की इस नियुक्ति से संतोष था, क्योंकि पेट भरने के लिये एक 
साधन हाथ में आ गया। रामानुजन कोई ऐश और आराम की जिन्दगी ते बिताना चाहते 
नहीं थे। सबसे बड़ी बात तो यह थी की उनकी इस बहाली का उद्देश्य ही उनको अपने 
गणित-कार्य में मदद करना था। 

वास्तव में अध्यक्ष महोदय स्प्रिंग स्वय॑ ही उनके गणित-कार्य में दिलचस्पी लेते थे। मुश्किल 
यह थी कि उनको पूरें परिवार का भी भरण पोषण करना पड़ता था। पैसें की कमी थी। 
अत. गणित करने के लिये यहां-वहां से पुरानें कागज बटोरकर काम चल्लते थे। स्वामी 
विवेकानन्द ने कहा था कि पश्चिमी सभ्यता का आदर्श ज्यादा से ज्यादा प्राप्त करने का 
है, जबकि भारतीय आदर्श अपरिग्रह अर्थात्‌ कम से कम में जीवन निर्वाह करने का 
है। रामानुजन की भी अपनी आवश्यकताएँ न्यूनतम थीं। 

जब जीवन निर्वाह की मूल समस्या धोड़ी सी हज हो गई, ते फिर रामानुजन ने अपने 
गणित-कार्य के बारे में कैम्ब्रिज के प्रख्यात गणितज्ञ प्रो. जी. एच. हार्डी (769) को सन्‌ 
93 के प्रारंभ में एक पन्न लिखा, और साथ में अपने अनेक सूत्र ([077788) नमूने 
के रूप में भेज दिये। इस पत्र से एक ऐसे सम्पर्क का श्रीगणेश हुआ जो, रामानुजन की 
जीवनचर्या में सबसे बड़ा मोड़ लाया। 

इस पत्र से कैम्ब्रिज में खलबली मच गई। क्योंकि कुछ परिणाम (फार्मूले) तो प्रो. हार्डी 
के लिये भी नए थे जिनका एक “सर्वोत्तम कोटि का गणितज्ञ” ही लिख सकता था। माने 
रामानुनन के गणित हीरे के लिए हार्डी जौहरी मिल गया हो 

प्रो. हाडडी ने तुरन्त वास्तविक रामानुजन की खोज कर ली, और उसकी विलक्षण प्रतिभा 
को पहचान लिया। जरूरत थी तो इस बात की कि रामानुजन गणित की नवीनतम प्रगति 
से परिचित हों ताकि उनकी कार्य-क्षमता बढ़ सके। अतः हार्डी ने रामानुनन को अविलम्ब 
कैम्ब्रिज बुलाने का निर्णय लिया। लेकिन मामल्रा इतना सरल न था क्योंकि माता-पिता के 
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विरोध का डर, जाति-विरादरी का चक्कर, धार्मिक झढ़िवाद, समुद्र यात्रा से वरुण देवता 
का अपमान, और यहाँ तक कि श्रेय लूटने का प्रश्न इत्यादि समस्याएँ सिर उठाने लगीं। 

इसी बीच भारतीय ऋतु-विज्ञान (/७/#०००४५) विभाग के अध्यक्ष डा. जी. टी. वाकर 
(५9८४), एफ. आर. एस. मद्रास आये ते एफ. स्प्रिंग ने उनसे रामानुजन के कार्य 
की चर्चा की। वाकर मह्ेदय ने मद्रास विश्वविद्यालय को पत्र लिखा कि “रामानुजन को 
अपना पूरा समय, आजीविका की चिंता किये बिना, गणित में लगाने की सुविधा दी जाये” 

डा. वाकर की सिफारिश पर मद्रास विश्वविद्यालय ने रामानुजन को 75 रुपये प्रतिमाह 
की छात्रवृत्ति मंजूर की। मालूम पड़ता है कि आज की तरह उन दिनों भी सिफारिश से 
काम जल्दी होता था। बाद में रामानुजन॒ की विशेष योग्यता के कारण शोध-छात्रवृत्ति के 
लिये आवश्यक स्नातकोत्तर उपाधि (एम. ए.) की शर्त को भी 'ताक में रख देना पड़ा। 
मई 93 में रामानुजन विश्वविद्यालय के शोध छात्र बन गये। 

इस प्रकार इधर भारत में रह रहे स्प्िंग और वाकर ने रामानुजन को पचड़े से बाहर 
निकाल दिया, ते उधर इंग्लैंड के हाडी और नेविल (8, प्ष. ।ए६५॥॥९८) इत्यादि उनको कैम्ब्रिज 
बुलाकर गणित जगत में और अधिक चमकाना चाहते थे। जब पृथ्वी पर ये जोरदार प्रयत्न 
चल रहे थे, ते स्वर्ग में स्थित नामगिरि देवी ने भी रामानुनन को जीवन चर्चा के शिखर 
पर पहुंचा दिया। उसने रामानुजन की माता को स्वप्न में आदेश दे दिया कि वह अपने 
पुत्र के जीवन-लक्ष्य की प्राप्ति में बाधा न बने। 

जब विरोध समाप्त हो गया, और शुभचिन्तकों ने समझ लिया कि रामानुजन का विदेश 
जाना सुरक्षित ही नहीं, बल्कि सब तरह से सबके हित में है, तो रामानुजन को इंग्लैंड 
पहुंचने में देर न लगी। प्रो. नेविल, जो उन दिनों गणित पर व्याख्यान माला देने भारत 
आये थे, ने जनवरी 94 में मद्रास. विश्वविद्यालय का एक विशेष पत्र लिखा। इसमें उन्होंने 
लिखा था कि “रामानुजन की प्रतिभा का आविष्कार गणितीय जमग्मत में हमारे समय की 
सबसे रोचक घटना सिद्ध होने वाली है।” साथ ही विश्वविद्यालय से रामानुजन की प्रतिभा 
का और भी अधिक खिलने में सहयोग करने को कहा! उधर सर स्प्रिंग भी मद्रास के 
गवर्मर से मिल चुके थे और उनको एक पत्र भी लिखा था जिसमें सरकार से रामानुजन' 
को आर्थिक सहायता के लिये स्वीकृति का अनुरोध किया गया था। 
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चित्र 5.2 विदेश में रामानुजन 
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बाद में सारी औपचारिकताएँ पूरी हुईं। मद्रास विश्वविद्यालय ने सरकार की सहमति से 
रामानुजन को इंग्लैंड में पढ़ने के लिये 250 पौड प्रति वर्ष की छात्रवृत्ति (यात्रा खर्च के 
अतिरिक्त) मंजूर की। रामानुजन के अनुरोध पर इसमें से 60 रुपये मासिक उनके पिता 
के पास कृम्भकोणम भेज दिये जाते थे। भारत में ते कोई विद्वान ऐसा था नहीं जिससे 
गणित में रामानुजन॒ की कुछ सीखना है|... 

तीन हफ्ते की समुद्री यात्रा के बाद रामानुजन अप्रैल, 94 में इंगलैंड पहुंचे जहाँ 
कैम्ब्रिज के विख्यात ट्रिनिटी (727॥9) कॉलेज में जुलाई में उनका दाखला हो गया। इस 
प्रकार अन्ततोगत्वा रामानुजन॒ सही जगह पहुंच गये जहाँ उन्हें आठ वर्ष पूर्व होना 'चाहिए 
था। दुर्भाग्य से इसी बीच प्रथम विश्वयुद्ध (०॥० ए/») छिड़ गया और अनेक गणितज्ञ 
_ कैम्ब्रिज विश्वविद्यालय छोड़कर युद्ध संबंधी सेवा में लग गये। फिर. भीं सुप्रसिद्ध प्रो. हाडी 
ने रामानुजन का मार्गदर्शन किया। हार्डी ने स्वीकार किया कि रामानुजन को उन्होंने जितना 
सिखाया “उससे कहीं ज्यादा मैने उनसे सीखा” हार्डी के शब्दों में रामानुनन “आधुनिक 
काल के सर्वश्रेष्ठ गणितज्ञ हैं” जिनकी अनोखी योग्यताएं और विधियां परम्परागत पद्धति 
से शिक्षित एक यूरोपीय गणितज्ञ से एकदम भिन्न कोटि की हैं। 

यह कहा जा संकता है कि कैम्ब्रिज का जीवन रामानुजन के लिये एक व्यावसायिक 
(/028808) गणितज्ञ की तरह था! वहां के शैक्षणिक दृष्टि से अनुकूल वातावरण में 
' उन्होंने लगभग पांच वर्ष बिताए। दिन-रात गणित के बारे में सोचते रहने की आदत तो 
उनके साथ स्वाभाविक थी। नतीजा यह हुआ कि वहाँ रहकर उन्होंने अनेक नये, महत्त्वपूर्ण 
और एक से बढ़कर एक प्रमेयों और सूत्रों को प्राप्त किया। दर्जनों शेधपत्र प्रकाशित हुए। 
जैसी कि आशा की जाती थी, रामानुजन ने गणितीय कार्य में असाधारण अन्तर्दष्टि और 
प्रवीणता प्रदर्शित की। 

वहाँ अपने प्रवास की अवधि में रामानुजन की योग्यताओं का शीघ्र यथेचित सम्मान 
किया गया। कैम्ब्रिज विश्वविद्यालय ने शोध कार्य के कारण उन्हें 96 में बी. ए. की 
उपाधि दी जिसे वे भारत में बिना परीक्षा पास किये प्राप्त नहीं कर सकते थे। फरवरी 
98 में रॉयल सोसायटी के सदस्य (एथ॥०७) चुने गये जो उस समय अंग्रेजी साम्राज्य 
के वैज्ञानिक जगत में सर्वोच्च सम्मान माना जाता था! उसी वर्ष अक्टूबर में रामानुणन 
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को ट्रिनिटी कॉलेज के सदस्य चुने जाने का सम्मान मिला जिसके अन्तर्गत उन्हें 6 साल 
तक 250 पौंड वार्षिक मानदेय मिलने का प्रावधान था। उधर मद्रास विश्वविधांलय ने भी 
उसी वर्ष के अन्त (अर्थात्‌ दिसम्बर 98) में रामानुजन को एक पत्र भेजा जिश्षमें अप्रैल 
99 से पांच साल के लिये रामानुजन को 250 पौड सालाना सहायता की बात कही गयी 
थी। लेकिन उस समय इस बात को कोई नहीं जानता था कि रामानुजन अप्रैल 4920 
में ही संसार छोड़रर चल बसेंगे, और उन पर पांच-छह वर्षों तक विदेशी मुद्रा की बौछार 
करने के स्वप्न अधूरे रह जायेंगे। 
रामानुजन ने जो परिणाम, प्रमेष, और प्रश्नों के हल प्राप्त किये उनमें से कुछ नमूने 
यहां प्रस्तुत करते हैं, ताकि पाठक उनके गणित का दिग्दर्श तो कम से. कम कर लें, 
भले ही उनकी सिद्ध न कर सके। 
|, खंख्याओं के प्रतिरूप 
35 + 48 + 53 « 63 
26 + 4 + 765 36 + 6४/+ 6/ 
2, यदि (॥+7+6८) 50 
तो 9+094+८९ < 2(0+00+८9)? 
3, आसनन्‍्नमान 


35 (/00005) जे 
गल ( - पा) / जो कि 4 दशमलव तक सही है। 
«०४22 5 2508952, जिसमें त्रुटि ।/500 से कम है। 
4, समीकरण हल करो- 
() #2८५+8, / <7+8, 2 >३४+ 8, 
रामानुजन का उत्तर ४८9, १न्‍-4 
([) |? ८ ५ + 9, ४” < 7+8, 22 ८ ४+8 
रामानुजन ने इनको पूर्णतया हल किया है। 
5, श्रेणियाँ- 


हज गा ] 
) [-- न+ः +--“८-“- ८८ +-- 02 2 
3 अर कप: 778, ३3 3 ह 
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00 प्र फक्िक्रा 7 
] 
के “- +-----८ 
(0) एक * (8-5) (8+5) (38-5%) (39+5) 
जहा 8 ८ 7;/2 
6, विविध - + 


) (-2४ + 204+-250 + 28 ------)7 में हर का गुणांक (०0४02॥0 निकालो। द 
(0) ( 


(॥) यदि ४8 777, और (9/3) 5॥०, तो (र +6*+ 6४8 + ६१० + ,,,.......,.,०५५०५५५ ] 


+ | [7 +6९+ ९४ +४१+ ----] 
हक 0: मा 
0॥) | (4 ५2) ++2४2) (+7%2)...... 2([+7+7_ +77+7?+......) 


भगवान की गणितज्ञ की आवश्यकता 


जनवरी 9]9 में रामानुजन ने मद्रास विश्वविद्यालय को लिखा कि “अपनी बीमारी 
के कारण पिछले दे सालें में मैं उतना गणित नहीं कर सका जितना पहले करता था।” 
वास्तव में वे कैम्ब्रिज में सख्त मेहनत करते थे। लेकिन खाने पीने की समस्या उन्हें 
हमेशा तकलीफ देती रही। उन जैसे शुद्ध शाकाहारी के लिये वहाँ उचित वस्तुएँ मिलनी 
आसान न थीं! संयमी, रूढ़िवादी और विशेष रुचि के कारण वे अपना खाना स्वर्य॑ पकाते 
थे। 

मालूम पड़ता है कि गणित में विभार रहने के कारण उन्होंने अपने खाने पीने पर 
उचित ध्यान नहीं दिया। वहाँ पत्नी और परिवार वाले ते थे नहीं जो इस लापरवाही का 
ख्याल करते। परिणाम यह हुआ कि उनका स्वास्थ्य गिरता .गया और वे कमजोर होते 
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चित्र 5.3 रामानुजन की नोटबुक का कुछ अंश 
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गये। वास्तव में उन्हें क्षयरोग ने जकड़ लिया भ्रा। उसे रोग ने उन्हें कब पकड़ 
लिया था, यह कहना तो कठिन है, ज्ेकिन प्रारम्भिक अवस्था में न उसकी कोई जांच हुई 
और न ही उपचार हुआ, ऐसा लगता है। 

चिकित्शा के लिए 97 की गर्मियों में वे पहले एक नर्सिंग होम में और बाद में 
अनेक अस्पतालों में रहे किन्तु रोग से छुटकारा न पा सके। इससे उनके गणित्त कार्य 
पर अप्तर पड़ा, जैसा कि उन्होंने बाद में स्वयं (पत्र में) स्वीकार किया! विचार यही हुआ 
कि स्वदेश की अनुकूल जलवायु, पारिवारिक वातावरण और घरेलू आराम उनके लिए जरूरी 
है। अतः थोड़े से अच्छे होने पर मार्च 99 में वे भारत वापिस आ गये। 

प्राध्यापक हार्डी ने तो 98 में ही कह दिया था कि रामानुजनन एक ऐसी ऊंची प्रतिष्ठा 
और ख्याति के साथ भारत लौटेंगे जैसी किसी अन्य भारतीय ने कभी नहीं पाई डै। 

बम्बई बन्दरगाह प्र उतरने के बाद वह रेलगाड़ी से मद्रास पहुँच जहाँ उनका भव्य 
स्वागत किया गया! कुछ महीने बाद भारतीय गणित परिषंत्र (,५,8.) ने उन्हें मानद सदस्य 
बना लिया। 

थोड़े दिन मद्रास में रहने के वाद वह बुछ समय के लिये कोडुमुडि स्थान में, और 
फिर कुम्भकोणम में रुके। बाद में फिर मद्रास लौट आये। लेकिन उनके स्वास्थ्य में कोई 
सुधार नहीं हुआ और वे दिन प्रतिदिन क्षीण होते गये। वे अक्सर ऐसे शब्द कहते थे 
जिससे लगता है कि उनकी अपनी जीवन यात्रा की समाप्ति का नोटिस मिल गया हो 
फिर भी वह गणित कार्य में अपना उत्साह दिखाते रहे! बीमारी की हालत में भी उन्होंने 
मोक थीटा फलनों (४००८ पाल एएाला०॥) पर उच्चकोटि का शोध कार्य किया, और 
प्रो. हार्डी के पास उसे भेजा (जनवरी 920 में )। 

कहा जाता है कि उनका यथा सम्भव सर्वश्रेष्ठ उपचार चल रहा था, और दवादारू 
तथा सेवा सुश्रुण में कोई कमी नहीं थी। लेकिन शेग उग्र होता गया और अन्त में उससे 
26 अप्रैल 4920 को रामानुजन के प्राण हर लिये क्‍ 

मालूम पड़ता है कि भगवान को उन जैसे उच्चकोटि के गणितज्ञ की तुरंत अति आवश्यकता 
थी, अन्यधा यहाँ का बहुत सा गणित कार्य अधूरा छोड़कर मात्र 32 वर्ष की आयु में वह 
स्वर्ग क्यों सिधारते। बाद में संसार के सैकड़ों बड़े बड़े शोधकर्ता उनके कार्य को पूरा करने 
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और उसे आगे बढ़ाने में लगे रहे और अब भी लगे हुए हैं। अभी हाल में ही उनके 
एक सूत्र पर आधारित संगणक विशेषविधि (१ 4॥80त0॥7) लगाकर #% का मान 
करोड़ों दशमलव स्थानों तक निकाला गया है। किसी ने ठीक ही कहा है कि हस्त-कौशलीय 
योग्यता (ग्रश्मएप्ा॥/५8 #3॥9) में श्रीनिवास रामानुजन (887-920) सर्वश्रेष्ठ गणितज्ञ 
थे, जिनकी दक्षता की तुलना लियोनार्ड ऑयलिर (87७0, 707-783) और कार्ल जेकीबी 
(7800, 804-85]) से को जा सकती है। शुद्ध गणितीय प्रतिभा के0 से 00 तक 
के माप में प्राध्यापक हार्डी ने अपने को 25, जे.ई लिटिलवुड को 30, डेविड हिल्बर्ट की 
80, और रामानुजन को पूरे 00 अंक दिये। 

इस गणितीय पूर्णता प्राप्ति के बाद उनके यहाँ दीर्घायु होकर रहने की जगह शायद 
यही उचित समझा गया कि अब- वे दूसरे लोक की पूर्णता का आनन्द लें। अतः जगत 
गुरु शंकराचार्य और स्वामी विवेकानन्द की तरह अल्पायु में ही अपना निर्धारित जीवन-उद्देश्य 
(॥ - 7/9809) पूर्ण करके उस अज्ञात पूर्ण से जा मिल्रे 

ओम पूर्णमदः पूर्णमिद पूर्णात्‌ पूर्णमृदच्यते। 

पूर्णस्य पूर्णगादाव पूणमिवावशिष्यते (| 

मंत्ररूपी इस वैदिक शान्तिपाठ के साथ यह अध्याय और उसके साथ पुस्तक की भी 
समाप्ति करते हैं। 

ओम शान्ति:! शान्तिः! शान्तिः! 


